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Аннотация
Переход к Индустрии 4.0 выдвигает на первый план области исследования, требующие каче-
ственного описания сложной системы, например, киберфизической, в виде адаптивной дина-
мической модели, так как сами системы подвержены с течением времени изменениям под вли-
янием различных, иногда неизвестных, факторов. В данной работе тестируется новый метод 
уточнения математической модели и построение среднесрочного прогноза на основе обработ-
ки динамических измерений, полученных при взаимодействии объекта моделирования и про-
граммного обеспечения в реальном времени. В контексте необходимости сокращения времени 
обработки и сложности модели мы используем наши многослойные модели на основе сеточных 
методов, применяемых к интервалу времени переменной длины. Разработанные нами методы 
являются альтернативным способом построения приближённых функциональных решений 
дифференциальных уравнений. В данной работе этот подход используется для решения урав-
нения Дуффинга с переменным параметром. В качестве базовых методов используются универ-
сальные итерационные формулы для дифференциальных уравнений первого порядка в виде 
различных модификаций метода Эйлера и метод Штёрмера для уравнений второго порядка. В 
статье приведены результаты вычислений времени выполнения итераций и их сравнительный 
анализ, а также предварительная оценка наличия значимых отличий применяемых схем при 
помощи критерия Фридмана для выборки с неизменными параметрами и попарное сравнение 
по критерию Уилкоксона для определения характера различия величин. Вычисления прово-
дились с помощью пакета Wolfram Mathematica, а анализировались с помощью встроенных 
функций пакета Excel. Полученные данные помогают оптимизировать использование схем в 
практических целях, таким образом, проведенное нами сравнительное исследование свойств 
разных моделей позволяет выбрать наиболее подходящую модель в зависимости от конкрет-
ной решаемой задачи. На основе этих данных в будущем возможна разработка системы, авто-
матически выбирающей наиболее приемлемый (из представленных) метод решения задачи, 
определяемой входными данными. 

Ключевые слова: уравнение Дуффинга, многослойная модель, динамические измерения, 
критерий Фридмана, критерий Уилкоксона, динамический параметр, дифференциальные урав-
нения, метод Эйлера, метод Штёрмера, усовершенствованный метод Эйлера
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Abstract
The transition to Industry 4.0 highlights areas of research that require a qualitative description of a 
complex system, for example, a cyber-physical one, in the form of an adaptive dynamic model since the 
systems themselves are subject to change over time under various, sometimes unknown factors. In this 
paper, we test a new method for refining a mathematical model and building a medium-term forecast 
based on processing dynamic measurements. In the context of the need to reduce processing time and 
model complexity, we use our multilayer models based on mesh methods applied to a variable-length 
time interval. The methods we have developed are an alternative way of constructing approximate 
functional solutions of differential equations. In this paper, this approach is used to solve the Duffing 
equation with a variable parameter. The basic methods are universal iterative formulas for first-order 
differential equations in the form of various modifications of the Euler method and Störmer’s method 
for second-order equations. The article presents the results of calculating the execution time of itera-
tions and their comparative analysis, as well as a preliminary assessment of the presence of significant 
differences in the applied schemes using the Friedman test for a sample with unchanged parameters 
and pair wise comparison using the Wilcoxon test to determine the nature of the difference in values. 
We performed the calculations using the Wolfram Mathematica package and analyzed them using the 
built-in functions of the Excel package. The data obtained help to optimize the use of schemes for prac-
tical purposes, thus, our comparative study of the properties of different models allows us to choose 
the most suitable model depending on the specific problem being solved. On the basis of these data, in 
the future, it is possible to develop a system that automatically selects the most acceptable method for 
solving the problem determined by the input data.

Keywords: Duffing equation, multilayer model, dynamic measurements, Friedman’s test, Wilcoxon’s 
test, dynamic parameter, differential equations, Euler’s method, Störmer’s method, improved Euler’s 
method
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Введение

Для прогноза динамики и создания системы управления слож-
ным механическим объектом (роботом, производственной 
линией, автомобилем и т.п.) обычно требуется построить ма-
тематическую модель. С одной стороны, такая математиче-
ская модель должна быть достаточно точной для того, чтобы 
решать поставленную задачу, с другой – не слишком сложной, 
чтобы с ней удобно было работать. Особенно жёсткими эти 
требования становятся в ситуации, когда свойства объекта 
меняются в процессе его функционирования. В этой ситуации 
модель должна быть адаптивной, причём скорость адаптации 
должна быть достаточной, чтобы модель оставалась адекват-
ной в рамках решаемой задачи. С появлением современных 
датчиков, способных считывать изменения практически лю-
бой точности, все более актуальной становится задача постро-
ения математических моделей такого рода для динамических 
систем.  
Несмотря на наличие большого круга исследований, направ-
ленных на изучение свойств математических моделей (кото-
рые, стоит отметить, подтвердили эффективность, высокую 
скорость и производственную выгодность использования 
данных моделей), до сих пор существует нерешенная пробле-
ма оптимизации задаваемых параметров в условиях конкрет-
ных задач построения математических моделей по динами-
ческим гетерогенным данным. В этой статье мы, во-первых, 
опираясь на более ранние исследования эффективности 
применения многослойных методов к задаче [5], содержащей 
уравнение Дуффинга [6], анализируем зависимость времени 
выполнения итераций от параметров системы. Во-вторых, мы 
рассматриваем возможность наличия нетипических отклоне-
ний в связной выборке с помощью критерия Фридмана1 и оце-
ним характер этих изменений (при их наличии) по критерию 
Уилкоксона2 [7; 8], который используется для проверки раз-
личий между двумя выборками парных измерений по разным 
показателям. Полученные данные помогут нам приблизиться 
к выбору оптимальной модели при меняющихся входных дан-
ных и выявить, какие переменные показатели незначительно 
влияют на результат и потому могут быть заменены на упро-
щенные аналоги в целях упрощения самой модели, что сдела-
ет ее, естественно, более удобной в практическом примене-
нии. Также наши исследования дадут возможность в будущем 
рассмотреть эффективное ранжирование самих задач по более 
эффективному методу выполнения. 
Таким образом, важно строить адаптивные математические 
модели. В этом случае кажется естественным использование 
различных методов нейросетевой аппроксимации для реше-
ния дифференциальных уравнений [7-17]. В последнее время 
новые классификации парадигм моделирования часто обсуж-
даются в научных журналах [1-4]. Гибридные модели [4], [13-
17], которые сочетают машинное обучение на основе данных 
с моделированием на основе физики, набирают популярность 
[1-4], [10-17]. Подход, представленный в этой статье, относит-
ся к сетевым архитектурам, основанным на физике, и может 

1 Седлер М. И., Седлер М. Х. Статистические методы в управлении качеством. СПб.: СПбГПУ, 2013. C. 134-136.
2 Аксенов Б.Е., Афонькин И.В., Евменов В.П., Нечипоренко М.И. Основы теории вероятности. Т. 2. Введение в математическую статистику. Ленинград: Изд-во 
Ленинград. гос. ун-та, 1974. С. 98-100.

рассматриваться как расширение многослойных методов [1-
4], [12], [16-17].

Цель исследования

В ходе проведения ряда вычислений с помощью таких пакетов 
как Wolfram.Mathematica12.3 и Excel мы оценим целесообраз-
ность применения той или иной модели для конкретной зада-
чи с точки зрения данных показателей:
• время выполнения итераций;
• точность решения задачи с помощью таких параметров 

как: среднеквадратическая ошибка (SquareMeanMis), 
процентная ошибка (MeanMisOtn%), максимальную, ми-
нимальную и среднюю длину прогноза(MaxLen, MinLen, 
MidLen соответственно), среднеквадратическое откло-
нение (StandardDeviationLen), максимальную и среднюю 
ошибки(MaxMis и MeanMis). 

Полученные данные помогут достоверно (математически) 
определить оптимальную область применения каждой из по-
строенных моделей.

Построение модели

На практике механическую систему обычно моделируют в 
виде начальной или краевой задачи для системы дифферен-
циальных уравнений (обыкновенных или в частных произво-
дных). Решение дифференциальных уравнений в дальнейшем 
часто ищется в виде численного приближения. Для числен-
ного решения разработано достаточно много методов, но по-
лученную таблицу чисел трудно модифицировать по данным 
наблюдений за объектом, если его свойства меняются. Есть 
ряд методов построения приближённого решения в виде 
функции. По большей части это разного рода асимптотиче-
ские методы. Однако, такие модели обычно обладают прием-
лемой точностью только в малой области значений параметра 
или начальной точки, для которой они строятся. Суть предла-
гаемого нами метода состоит в том, что известные формулы 
численных методов решения дифференциальных уравнений 
применяются к интервалу переменной длины. Таким образом, 
вместо численного решения мы получаем функциональное.
В данной статье рассматривается простейшая одномерная не-
линейная система, описываемая уравнением Дуффинга [6] 

( ) 3 0y y t yε′ + +′ =     (1)

при начальных условиях
    (2)

Здесь  – это динамический параметр, позволяющий моде-
лировать изменение свойств объекта.  Уравнение (1) модели-
рует одномерную частицу, движущуюся в потенциальном поле 
вида
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    (3)

Для симуляции динамических измерений считаем, что пара-
метр задачи меняется в соответствии с зависимостью 

( ) ( )1t Tanh tε α β γ= − −     (4)

Система (1) - (2) с известной динамической функцией параме-
тра допускает численное решение любой точности (при посто-
янном параметре решение выражается через эллиптические 
функции). 
На вход алгоритма подаются «результаты измерений», в ка-
честве которых выступают значения решение уравнения, 
поступающие через определённый интервал с добавлением 
небольшого шума, другими словами, с некоторой ошибкой. На 
основе этих данных мы строим модель, которая позволяет сде-
лать прогноз. Модель перестраивается в момент, когда ошибка 
прогноза превышает заданную величину. В процессе решения 
также проводится идентификация неизвестного динамиче-
ского параметра системы. Для решения дифференциальных 
уравнений применяется наши модификации трёх уже упомя-
нутых ранее методов: 
• метод Эйлера – простейший из всех;
• усовершенствованный метод Эйлера;
• метод Штёрмера – наиболее точный, так как предназна-

чен именно для дифференциальных уравнений второго 
порядка.

Время выполнения итераций, средняя 
длина прогноза
Оценим целесообразность использования каждого из трех 
рассматриваемых методов в условиях конкретной приклад-
ной задачи. Сравнивать будем по таким параметрам точности 
прогноза, как средняя длина прогноза (MidLen) и время прове-
дения вычислений программой. Мы провели серию экспери-
ментов, в которых сравнили результаты прогнозов для мно-
гослойных моделей, основанных на разных исходных методах 
и разном количестве слоев многослойной модели(2≤n≤8). 
Также за изменяемые параметры мы принимаем P-шум, ко-
торый представляет собой последовательность равномерно 
распределённых случайных величин с нулевым математиче-
ским ожиданием (P принимает значения {0; 0,005; 0,01; 0,03}) 
и d-дискретность (d принимает значения {0,05; 0,01}).

Ниже перечислены результаты анализа времени расчетов:
1. В ходе экспериментов мы выявили зависимость вре-
мени расчетов от количества слоев модели: время экспонен-
циально возрастает с усложнением модели (на примере мето-
да Эйлера при P=0, d=0,05) 

Т а б л и ц а 1. Зависимость времени от количества слоев модели
T a b l e 1. Dependence of time on the number of model layers

n Method P=0 P=0.005 P=0.01 P=0.03
Starmer 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625
Euler 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625
RefinedEuler 0.03125 0.0625 0.03125 0.046875
Starmer 0.03125 0.03125 0.03125 0.03125
Euler 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625
RefinedEuler 0.09375 0.078125 0.09375 0.09375
Starmer 0.09375 0.09375 0.171875 0.09375
Euler 0.03125 0.03125 0.03125 0.03125
RefinedEuler 0.328125 0.34375 0.4375 0.3125
Starmer 0.140625 0.140625 0.125 0.140625
Euler 0.0625 0.078125 0.078125 0.078125
RefinedEuler 1.15625 1.20313 1.1875 1.23438
Starmer 0.375 0.40625 0.390625 0.46875
Euler 0.15625 0.15625 0.15625 0.171875
RefinedEuler 4.07813 4.2500 4.1875 4.2500
Starmer 1.21875 1.21875 1.20313 1.15625
Euler 0.3125 0.34375 0.375 0.3125
RefinedEuler 15.1406 15.4219 15.8125 16.5156
Starmer 3.71875 4.0625 4.04688 4.0625
Euler 0.703125 0.703125 0.703125 0.6875
RefinedEuler 63.5625 61.7031 66.3281 66.9844

Time d=0.05

8

7

6

5

4

3

2

2. Время итераций не зависит как от уровня шума, так и 
от дискретности d:

Т а б л и ц а 2. Зависимость времени вычислений от уровня шума и 
дискретности

T a b l e 2. Dependence of the computation time on the noise level and 
discreteness

n Method P=0 P=0.005 P=0.01 P=0.03 P=0 P=0.005 P=0.01 P=0.03
Starmer 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625
Euler 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625 0.015625
RefinedEuler 0.03125 0.0625 0.03125 0.046875 0.03125 0.015625 0.0625 0.03125

Time d=0.05 d=0.1

2

3. Самым быстрым методом является метод Эйлера 
(Euler), самым медленным – усовершенствованный метод Эй-
лера (RefinedEuler):

Т а б л и ц а 3. Сравнение скорости вычисления различных методов
T a b l e 3. Comparison of calculation speed of different methods

n Method P=0
Starmer 0.015625
Euler 0.015625
RefinedEuler 0.03125
Starmer 0.03125
Euler 0.015625
RefinedEuler 0.09375
Starmer 0.09375
Euler 0.03125
RefinedEuler 0.328125
Starmer 0.140625
Euler 0.0625
RefinedEuler 1.15625
Starmer 0.375
Euler 0.15625
RefinedEuler 4.07813
Starmer 1.21875
Euler 0.3125
RefinedEuler 15.1406
Starmer 3.71875
Euler 0.703125
RefinedEuler 63.56258

7

6

5

4

3

2
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4. Из данных графиков, выражающих точное и прибли-
женное решение уравнения Дуффинга, видно, что метод Эй-
лера уступает другим по точности решения – приближенное 
функциональное решение имеет сильное отклонение от точ-
ного, однако при использовании усовершенствованного мето-

да Эйлера эти отклонения незначительны, а метод Штёрме-
ра для дифференциальных уравнений второго порядка дает 
практически точное решение. В пример привели вычисления, 
соответствующие параметрам d=0.05, P=0.01, n=5:

Р и с. 1. Графики точных и приближенных функциональных решений для: 
a) метода Штёрмера, b) метода Эйлера, c) усовершенствованного метода Эйлера

F i g. 1. Graphs of exact and approximate functional solutions for: 
a) Stoermer's method, b) Euler's method, c) improved Euler's method

Рассмотрим также такой важный показатель как средняя дли-
на прогноза, который непосредственно оценивает точность 
проделанных вычислений:
1. Очевидно, что при увеличении подаваемого шума средняя 
длина прогноза уменьшается для любого n, d и метода: 

Т а б л и ц а 4. Зависимость средней длины прогноза от шума P
T a b l e 4. Dependence of the average forecast length on the noise P

n Method P=0 P=0.005 P=0.01 P=0.03 P=0 P=0.005 P=0.01 P=0.03
Starmer 28.5357 7.9900 4.99375 1.66112 14.25 7.67308 4.58621 1.86449
Euler 11.5797 7.91089 5.70714 1.78747 5.39189 5.05063 3.69444 1.96552
RefinedEuler 25.7742 7.33028 3.995 1.66112 11.0833 6.76271 4.15625 1.94634
Starmer 28.5357 9.18391 5.39865 1.80361 14.25 7.5283 4.33696 1.81364
Euler 12.6825 9.18391 5.18831 1.86247 6.04545 5.250 3.91176 1.900
RefinedEuler 24.9688 9.7439 4.36612 1.80769 13.30 8.3125 4.750 1.80543

MidLen d=0.05 d=0.1

5

6

2. Увеличения количества слоев модели n приводит к увеличе-
нию точности прогноза для любого P, d и метода: 

Т а б л и ц а 5. Зависимость точности прогноза от количества слоев n
T a b l e 5. Dependence of forecast accuracy on the number of layers n

n Method P=0 P=0.005 P=0.01 P=0.03 P=0 P=0.005 P=0.01 P=0.03
Starmer 13.7759 8.97753 4.56571 1.75219 6.76271 5.46575 3.53097 1.69068
Euler 6.88793 7.83333 5.32667 2.10263 2.93382 3.27049 2.91241 1.87324
RefinedEuler 15.0755 8.68478 4.2957 1.80769 7.25455 5.250 4.07143 1.71983
Starmer 28.5357 9.18391 5.39865 1.80361 14.25 7.5283 4.33696 1.81364
Euler 12.6825 9.18391 5.18831 1.86247 6.04545 5.250 3.91176 1.900
RefinedEuler 24.9688 9.7439 4.36612 1.80769 13.30 8.3125 4.750 1.80543

MidLen d=0.05 d=0.1

2

6

3. Данные вычислений также показали, что несмотря на точ-
ность как усовершенствованного метода Эйлера, так и метода 
Штёрмера, для большого числа слоёв средняя длина прогноза 
для него и для более быстрого метода Штёрмера отличается 
незначительно, что приводит нас к выводу о том, что ради 
скорости выполнения поставленной задачи целесообразнее 
выбирать быстрый и точный метод Штёрмера;
4. Дискретность имеет выраженное влияние на точность про-
гноза: уменьшение частоты дискретизации в два раза привело 
к значительному увеличению средней длины прогноза.

Оценка оптимальности моделей с 
помощью статистических критериев
Выясним какие модели являются оптимальными для каждого 
из параметров, одни из которых связаны с ошибкой вычисле-
ния, другие – с длиной. Мы провели сравнение по различным 
моделям, которые состояли из переменных величин, таких 
как количество слоёв (2≤n≤5), дискретность d = {0.01; 0.1; 0.5} 
и для вычисления которых применяли различные методы 
(Euler, Störmer, RefinedEuler). В ходе исследования мы восполь-
зовались критерием Фридмана. Данный критерий представ-
ляет собой альтернативу параметрическому дисперсионному 
анализу с повторными наблюдениями. Дисперсионный ана-
лиз в свою очередь является методом в математической ста-
тистике, направленным на поиск зависимостей в эксперимен-
тальных данных путём исследования значимости различий в 
средних значениях. Критерий позволяет установить уровень 
статистической достоверности различий сразу в нескольких 
измерениях (от 3 до 100) с помощью одной процедуры, но не 
дает возможности выявить направление изменений. В дан-
ной работе за нулевую гипотезу мы принимаем утверждение 
о том, что различные модели дают практически одинаковый 
результат. Другими словами, с помощью критерия Фридмана 
мы сопоставили условия изменения для выборки из десяти 
запусков пакета Wolfram.Mathematica12.3 с ранжированием по 
индивидуальным значениям измерений. Сравнив его с кри-
тическими значениями, определили наличие значимых отли-
чий применяемых схем. Результат показал, что единственный 
показатель, не имеющий значимых сдвигов значений, ‒ это 
MinLen. Для расчетов пользовались встроенными функциями 
пакета Excel.
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Т а б л и ц а 6. Выборка для проверки критерия Фридмана для среднеквадратического отклонения (d=0.5)
T a b l e 6. Sample to test the Friedman criterion for standard deviation (d = 0.5)

method
number of 
layers/ number 
of try 2 3 4 5 2 3 4 5 2 3 4 5

1 0,3546 0,4092 0,4691 0,6648 0,934 1,06 1,45 1,58 0,07024 1,2503 1,0907 1,0692
2 0,3546 0,4092 0,504 0,6648 1,025 1,49 2,235 2,279 0,61 1,17 0,9331 1,292
3 0,3546 0,4237 0,6816 0,565 0,88 1,63 1,83 1,8 0,8624 0,8144 0,9803 1,2916
4 0,3546 0,4092 0,4691 0,5362 0,862 1,544 1,49 1,76 0,9114 1,1043 0,9107 1,3651
5 0,3546 0,4374 0,5902 0,6648 0,95 1,58 1,51 1,716 0,7018 1,0738 1,2497 1,0895
6 0,3546 0,4237 0,5122 0,6926 0,85 1,417 1,939 2,29 1,2897 1,36325 1,02479 1,0895
7 0,3546 0,4092 0,4691 0,6749 1,069 1,66 1,698 1,769 1,17 1,1206 1,1112 1,3104
8 0,3546 0,4237 0,7008 0,764 1,09 1,73 1,8 2,006 0,7024 0,85125 1,1325 1,09036
9 0,3546 0,4237 0,7477 0,6197 0,807 1,36 1,85 2,122 1,1926 1,3275 1,4409 1,32889

10 0,3546 0,4626 0,4691 0,7499 1,024 1,65 1,776 1,894 0,729 1,0814 0,933 0,93498
среднее 
значение 0,3546 0,42316 0,56129 0,65967 0,9491 1,5121 1,7578 1,9216 0,823954 1,11568 1,080689 1,186153

Euler Starmer RefinedEuler

                     (5)

3 Малютина, О. П. Математические методы в психологи. Воронеж: ВЭПИ, 2010. 47 с.

Для определения уровня значимости отклонений сравним эм-
пирическое значение критерия Фридмана (5) и критические 
значения (6), которые можно получить как с помощью встро-
енных функций «хи-квадрат» в программе, так и с помощью 
статистических таблиц3:

  (6)

Поскольку , нулевая гипотеза отклоня-
ется на уровне значимости 0,05 и 0,01. Из этого следует, что су-
ществуют неслучайные различия на уровне значимости 0,01.
Далее было проведено сравнение значений показателей, для 
которых критерий Фридмана выявил значимые изменения. 
Проанализировав вид сдвигов у значений с одним перемен-
ным показателем (d, n) или у тех, которые получились в ре-
зультате применения разных методов, выявили те, которые 
имеют нестандартные сдвиги. Чтобы определить, насколько 
эти нестандартные сдвиги значимы применили критерий Уи-
лкоксона и определили общий вид сдвига.

Т а б л и ц а 7. Сравнительные таблицы для показателя относительной 
ошибки со сменой одного из параметров

T a b l e 7. Comparative tables for the indicator of relative error with the 
change of one of the parameters

Euler Starmer
Refined 

Euler
2 5 d=0.01 d=0.1 d=0.5

1 135,982 66,15 82,477 135,982 55,0746 34,5276 8,2469 135,982
2 136,15 63,974 82,4923 136,15 54,2555 32,404 7,5934 136,15
3 136,318 63,64 82,5797 136,318 55,0547 31,3954 8,8295 136,318
4 136,262 62,75 82,9359 136,262 54,8269 30,35 7,8549 136,262
5 136,452 63,7 82,4461 136,452 54,8483 29,6698 12,5432 136,452
6 136,304 62,6351 84,1186 136,304 54,7967 36,3867 11,0167 136,304
7 135,852 62,75 82,4706 135,852 54,2479 25,8858 10,5781 135,852
8 136,332 63,84 83,454 136,332 53,4986 40,453 13,9086 136,332
9 136,165 63,67 82,7028 136,165 54,7206 32,8489 14,2580 136,165

10 136,105 63,18 83,8778 136,105 54,7971 36,9509 12,7550 136,105

Number 
of try

d=0.5 Euler
2 layersEuler

d=0.5
2 layers

Т а б л и ц а 8. Определение нетипичного сдвига по критерию 
Уилкоксона для средней длины прогноза

T a b l e 8. Determination of an atypical shift by the Wilcoxon test for the 
average forecast length

Stormer
Refined 

Euler
Разность

Модуль 
разности

Ранг 
разности

1,717 1,58 -0,1370 0,137 6
1,755 1,5192 -0,2358 0,2358 9
1,717 1,6808 -0,0362 0,0362 3
1,68 1,6808 0,0008 0,0008 2

1,717 1,549 -0,1680 0,168 5
1,755 1,8372 0,0822 0,0822 3
1,755 1,7555 0,0005 0,0005 1
1,755 1,58 -0,1750 0,175 3
1,717 1,7954 0,0784 0,0784 1
1,795 1,6458 -0,1492 0,1492 1

Значение эмпирического критерию Уилкоксона равно сумме 
рангов нетипичного сдвига. Аналогично, сравнивая эмпириче-
ское значение с критическими статистическими значениями, 
определяем статистическую значимость сдвига [18-25]. 
В ходе анализа получили разные результаты для параметров, 
связанных с ошибкой (SquareMeanMis, MeanMisOtn%, MeanMis, 
MaxMis) и связанных с длиной (MaxLen, MinLen, MidLen, 
StandardDeviationLen)
Из данных приведенных в Таблице 7, получили:
1. Увеличение количества слоев ведет к уменьшению значе-
ния ошибки;
2. Минимальная ошибка получается при использовании ме-
тода Штёрмера;
3. При значении d=0.1 ошибка наименьшая.
Для параметров, связанных с длиной:
1. Увеличение количества слоёв ведет к увеличению значе-
ния параметра;
2. При уменьшении значения дискретности длина возрастает;
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3. Применение метода Штёрмера помогает получить наи-
большее значение. По данным Таблицы 8 различия с усовер-
шенствованным методом Эйлера статистически значимы при 
значении вероятности меньше 0,05.

Выводы

Были получены следующие результаты:
1. Мы изучили различные нейроморфные модели на при-
мере Осциллятора Дуффинга с точки зрения оптимальности 
использования в рамках прикладных задач. На данном этапе 
были выявлены закономерности, отвечающие за скорость вы-
полнения итераций и за точность полученного решения;
2. Проведена предварительная оценка наличия значимых 
отличий применяемых схем по критерию Фридмана для по-
считанных показателей, а также попарное сравнение по кри-
терию Уилкоксона для показателей, которые по первому кри-
терию показали наличие значимых отклонений. 
Данные, полученные при этих статистических исследованиях, 
могут быть использованы для поиска ранжировки задач по бо-
лее подходящим методам решения.
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