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Аннотация
При проведении анализа больших объёмов данных с привлечением экспертов предметной 
области возникает проблема представления знаний, заключающаяся в описании смыслового 
содержания суждений с последующей их формализацией, автоматизированным построением 
логического вывода и компьютерной обработкой, целью которой является преобразование 
суждений в соответствии с их семантикой. В работе исследуется проблема представления зна-
ний через построение семантики суждений на основе интуиционистской логики. Предлагает-
ся компьютерно ориентированный метод, позволяющий эффективно работать со смысловым 
содержанием суждений и получать компьютерно реализуемые интуиционистские выводы 
утверждений на основе трансляционного подхода с помощью конвертирования классических 
выводов в интуиционистские. Суть метода заключается в семантическом оценивании каждо-
го суждения элементами специально подбираемой решётки. Метод позволяет автоматически 
переходить от выводимости (истинности) некоторого суждения в классической теории к вы-
водимости (соответственно истинности) самого или близкого ему по смыслу суждения в со-
ответствующей интуиционистской теории, если в качестве решёток выбирать полную булеву 
и полную гейтингову алгебры соответственно. Такой подход особенно актуален при обработ-
ке больших объёмов информации, так как позволяет избежать необходимости построения 
сложных интуиционистских выводов, что, в свою очередь, позволяет значительно увеличить 
скорость обработки данных. В работе предлагаемый метод используется при построении ин-
туиционистских выводов в языке решёточно упорядоченных колец и при конвертации клас-
сической теории в интуиционистскую для многосортных алгебраических систем. Исследуются 
также особенности метода, доказываются соответствующие утверждения.
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Abstract
The article considers the method of working with the semantics of judgments, its properties are 
investigated. With its help, it is possible to construct computer-implemented intuitionistic conclusions 
of statements due to the conversion of the corresponding classical conclusions (the semantic 
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Введение

В работе предлагается компьютерно ориентированный ме-
тод работы с семантикой суждений. Суть метода заключается 
в семантическом оценивании каждого суждения элементами 
специально подбираемой решётки L. Если S – некоторое су-
ждение, то соответствующий ему элемент 

 

S L∈ называется 
семантической оценкой со значениями в L и объявляется его 
«смыслом» или «степенью достоверности суждения S». Сужде-
ние S называется глобально истинным, если   1S = , и глобаль-
но ложным, если 

 

0S = , где 1 и 0 – наибольший и наименьший 
элементы решётки L соответственно. Семантическое оцени-
вание может быть компьютерно реализовано, что даёт воз-
можность эффективно работать со смысловым содержанием 
суждений.
Такой подход позволяет также автоматически переходить от 
выводимости (истинности) некоторого суждения в класси-
ческой теории к выводимости (соответственно истинности) 
самого или близкого ему по смыслу суждения в соответству-
ющей интуиционистской теории, если в качестве решёток вы-
бирать полную булеву и полную гейтингову алгебры соответ-
ственно. 
В работе представлены результаты, полученные на основе 
предлагаемого метода при построении интуиционистских вы-
водов в языке решёточно упорядоченных колец и при конвер-
тации классической теории в интуиционистскую для много-
сортных алгебраических систем. Исследованы также особен-
ности метода, доказаны соответствующие утверждения.

Теоретический анализ

Обусловленная в условиях новой технологической революции 
неизбежностью решения задач в сложных и перспективных 
областях человеческой деятельности на стыке компьютерных 
наук, биологии и биоинформатики, или на стыке компьютер-
ных и общественных наук необходимость обработки больших 
массивов разнородной и/или мало априорной информации, 
нередко имеющей высокую скорость обновления, индуцирует 
развитие интеллектуального анализа больших данных. 
При проведении анализа больших объёмов данных с привле-
чением экспертов предметной области (биоинформатики, 
экономической информатики, финансовой информатики, оп-
тимизации бизнес-процессов и др.) возникает проблема пред-
ставления знаний, заключающаяся в описании смыслового 
содержания (семантики) суждений с последующей их форма-
лизацией, автоматизированным построением логического 
вывода и компьютерной обработкой, целью которой являет-
ся преобразование суждений в соответствии с их семантикой.  
Одним из современных подходов к созданию математической 
модели представления знаний является подход, в основу ко-
торого положена методология интеллектуального модели-
рования на базе того или иного представителя множества 
неклассических логик. Формализации знаний о выбранной 
предметной области на языках неклассических логик позво-
ляют воспроизводить человеческий способ мышления, дают 
возможность построить фактические схемы рассуждений, 
которыми пользуются эксперты, и вывести новые свойства 
из данного набора гипотез. В работах [1;2] автором исследо-

валась проблема представления знаний через построение на 
базе нечёткой логики продукционных моделей, позволяющих 
представить знания в виде импликативных высказываний с 
использованием нечётких формулировок в антецедентах и 
консеквентах, и использующих в качестве логического вывода 
generalized modus ponens. В данной работе указанная пробле-
ма исследуется через построение семантики суждений на ос-
нове интуиционистской логики, на выбор которой повлияло 
наличие в ней таких свойств, как экзистенциальность и дизъ-
юнктивность. 
Формализация знаний на основе интуиционистской логики 
из-за отсутствия в ней законов исключённого третьего и сня-
тия двойного отрицания осложняется тем, что суждения, вы-
водимые в классической теории, иногда не являются таковы-
ми в интуиционистской теории, или их выводимость затруд-
няется из-за быстрорастущего пространства поиска вывода.
Поэтому с интуиционистской логикой часто связывают две 
задачи: 
•	 развитие в рамках данной логики обычной математики 

(построение выводов на основе схем аксиом и правил вы-
вода);  

•	 получение перевода , при котором выводимость 
(или истинность) исходной формулы  в теории с клас-
сической логикой влечёт выводимость (соответственно 
истинность) формулы  (близкой по смыслу к ) в анало-
гичной теории с неклассической логикой. 

В контексте первой задачи стоит отметить направление, в 
рамках которого разрабатывают системы автоматического 
доказательства теорем, которые применяются для автомати-
зированного поиска доказательств в различных формальных 
теориях. Отметим исследования В.А. Павлова, В.Г. Пака [3], 
Ф. Кунце [4].
В данной работе исследуется вторая задача. А.Н. Колмогоров 
[5] и К. Гёдель [6] решили её для исчисления предикатов. 
Предложенный ими негативный перевод  состоит в том, 
что в определённых местах формулы  необходимо добавить 
связки ¬¬ . Тогда, если , то , где |– обозначает вывод 
в классическом исчислении предикатов, I|– обозначает вывод 
в соответствующем интуиционистском исчислении предика-
тов. 
Затем аналогичные исследования проводились для теории ти-
пов и теории множеств Цермело-Френкеля [7;8]. Значение этих 
результатов общеизвестно. Но их особенностью является то, что 
формула  существенно отличается от формулы . Кроме того, 
одно из принципиальных достоинств интуиционистской теории 
состоит в свойстве экзистенциальности: если , то 
можно предъявить терм t, индивидуально описывающий со-
ответствующее x, так, что . Здесь |– и I|– обозначают со-
ответственно классическую и интуиционистскую выводимо-
сти в теории типов или теории множеств. Однако это свойство 
«теряется», когда речь идёт об интуиционистской выводимо-
сти формулы вида . 
В связи с этим появились исследования, в рамках которых пы-
таются не изменять или почти не изменять вид формулы  при 
переходе от её классической выводимости к соответствующей 
интуиционистской, и во всяком случае, не добавлять в  двой-
ные отрицания. Для арифметики и для АЕ-арифметических 
формул теории множеств Цермело-Френкеля такой подход 
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реализуется в работе Х. Фридмана [8]. Другие описания кон-
вертации переводов можно найти, например, в исследовании 
С. Хартонаса [9].
Всегда отмечаемая многими исследователями (например, 
[10;11]) тесная связь интуиционистской логики с теорией ре-
шеток позволила В.А. Любецкому [12] и Г. Такеути-С. Титани 
[13] предложить принципиально новый метод решения  за-
дачи получения перевода — компьютерно ориентиро-
ванный метод работы с семантикой суждений, суть которого 
заключается в семантическом оценивании каждого суждения 
элементами специально подбираемой решётки. 

Методология исследования

В качестве классической теории множеств ZF рассматриваем 
теорию множеств Цермело-Френкеля с аксиомой ε –индукции:

вместо аксиомы фундирования и с Collection-аксиомой:

вместо аксиомы подстановки. В качестве соответствующей 
интуиционистской теории множеств ZFI рассматриваем те-
орию множеств ZF с элиминацией аксиомы исключённого 
третьего: .
Пусть Ω  — произвольная полная гейтингова алгебра (сокра-
щённо cHa). По Ω определяется гейтинговозначный универ-
сум V Ω : , 

где On  — класс всех ординалов,  — множество всех Ω-знач-
ных функций  f с областью определения  .

Обозначим . Если элемент , то  
для некоторого ординала α, и для любого элемента g выпол-
няется: если , то . Это даёт естественный спуск 
по трансфинитной индукции: если некоторое свойство спра-
ведливо для всех , то его справедливость доказывается 
для всех .
Пусть ( )V ΩΦ  — множество всех формул языка ZF, все сво-
бодные переменные которых замещены параметрами из 
V Ω . Оценкой в языке ZF для Ω называют отображение вида 
 

: ( )VΩ Ω⋅ Φ →Ω . Логические связки языка ZF моделируются 
операциями в для Ω.
Значение оценки для атомарных формул определяется следу-
ющим образом:

   

( )
V ( )

x D g
f g g x f xΩ Ω

∈
∈ ∧ =

,

   ( )  ( )( ) ( )
( ) ( )

x D f y D g
f g f x x g g y y fΩ Ω Ω

∈ ∈
= Λ → ∈ ∧ Λ → ∈

.

Индукцией по связкам эта оценка продолжается на все форму-
лы.
Возникает предикат глобальной истинности ö( ) 1f

Ω Ω
 



 

 

, 
где  ϕ — предложение с параметрами f  из V Ω , 1Ω — наиболь-
ший элемент в Ω.
Заменяя в определениях гейтинговозначного универсума V Ω  
и оценки 

 

Ω⋅ , cHa Ω на полную булеву алгебру (сокращённо 
cBa) B, получим модель классической теории множеств ZF — 
булевозначный универсум BV  и соответствующую оценку 

1 Биркгоф Г. Теория решеток. М.: Наука, 1984. 568 с.

 

B⋅
со значениями в cBa B.

Каждая полная гейтингова алгебра вложима в полную бу-
леву алгебру1 [14]. Рассмотрим одно из таких вложений, 
предложенное в [15]. Фиксируем произвольную полную 
гейтингову алгебру Ω и по ней, используя канонический 
способ, образуем соответствующую полную булеву алгебру 

{ }( )B B u u uΩΩ ∈Ω ¬¬ =  . Получаемую таким образом 
cBa называют алгеброй стабильных элементов.
Фиксируем отображение : Bι Ω→ , такое, что : uu Jι  , где 

:uJ Ω→Ω  и :uJ x u xΩ∨

. Это отображение обладает следу-
ющими свойствами: 
1. ( ), ( ) ( )u v u v u vι ι∀ ∈Ω = ⇒ = ; 

2. (0 ) 0 , (1 ) 1B Bι ιΩ Ω= = ; 

3. ( ), ( ) ( ) ( )Bu v u v u uι ι ιΩ∀ ∈Ω ∧ = ∧ ; 

4. ( ){ } (V ) V ( )Bu u uα α αι ιΩ∀ ⊆ Ω = .

Каждая cВa является cНa. Поэтому свойства (1)-(4) указывают 
на то, что отображение ι  есть инъективный cHa-морфизм, и, 
вследствие этого, дополнительно обладает ещё тремя свой-
ствами:
5. ( ){ } ( ) V ( )Bu u uα α αι ιΩ∀ ⊆ Ω Λ ≤ ;

6. ( )( ) ( Bu u uι ιΩ∀ ∈Ω ¬ ≤ ¬ ;

7. ( ), ( ) ( ) ( )Bu v u v u uι ι ιΩ∀ ∈Ω → ≤ → .

Наличие у отображения : Bι Ω→  указанных свойств 
позволяет с помощью отождествления cHa Ω и её об-
раза ( )ι Ω  заключить, что операции , ,V∧ ∨  и констан-
ты 0, 1 в Ω  совпадают с соответствующими операциями 
[19] и константами в B и ( ){ } ( ) V ( )Bu u uα α αι ιΩ∀ ⊆ Ω Λ ≤ ; 

( ), ( ) ( ) ( )Bu v u v u uι ι ιΩ∀ ∈Ω → ≤ → .

Инъективный cHa-морфизм : Bι Ω → индуцирует отображение 
: BV Vι Ω∗ → . Отождествляя V

Ω
 с его образом, получим:

1. 
   ( ), Bf g V f g f gΩΩ∀ ∈ ∈ ≤ ∈ ; 

2. 
   ( ), Bf g V f g f gΩΩ∀ ∈ = ≤ = ;

3.    ( )    ( )( ), { , } { , } , ,B Bx f g V x f g x f g x f g x f gΩ ΩΩ∀ ∀ ∈ = ≤ = ∧ =< > ≤ =< > .

Свойства отображений ι и ι ∗ позволяют эффективно работать 
со смысловым содержанием суждений и получать компьютер-
но реализуемые интуиционистские выводы утверждений на 
основе трансляционного подхода с помощью конвертирова-
ния (перевода) классических выводов (семантическая оценка 
которых в булевозначном универсуме равна единице) в инту-
иционистские. Такой подход особенно актуален при обработке 
больших объёмов информации, так как позволяет избежать 
необходимости построения сложных интуиционистских вы-
водов, что, в свою очередь, позволяет значительно увеличить 
скорость обработки данных. Если, например, сравнивать за-
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дачи распознавания выводимости всего лишь в исчислениях 
высказываний: классическом и интуиционистском, то первая 
задача является NP-полной, а вторая — PSPACE-полной.

Полученные результаты

Рассмотрим, как предлагаемый метод используется при по-
строении интуиционистских выводов в языке решёточно упо-
рядоченных колец и при конвертации классической теории в 
интуиционистскую для многосортных алгебраических систем.
Пусть , , , , ,0,1M M< + ⋅ − ≤ >  — произвольное решёточно упо-
рядоченное кольцо (= l-кольцо). Обозначим через I(M) множе-
ство всех его L-идеалов, то есть двусторонних идеалов, являю-
щихся выпуклой подрешёткой решётки2 M ([16; 17]). Положив 
в I(M), Vi iα α∑ ; i j i j∧ ∩ ; {0} — нуль в I(M); M — едини-
ца в I(M), и, наделив множество I(M) соответствующими атри-
бутами алгебраической системы, получим, полную гейтингову 
алгебру (сокращённо cHa) ( ) ( ),V, ,{0},I M I M M< ∧ > . 
Элемент ( ) i I M∈ назовём дополняемым, если существует L-и-
деал j, такой, что i j M∨ = и {0}i j∧ = . Определим в полной гей-
тинговой алгебре I(M) псевдодополнение i

⊥
 как наибольший 

L-идеал, для которого {0}i i⊥∧ = . Заметим, что у дополняемого 
элемента i «дополнение» j единственно и совпадает с i⊥ , при 
этом i i i i M⊥ ⊥∨ = + = . Обозначим через Com(M) множество 
всех дополняемых L-идеалов l-кольца M и введём на нём струк-
туру булевой алгебры: i j i j∧ ∩ ; i j i j∨ + ; i i⊥¬  . 
Множество Com(M) с введённой на ней структурой является 
булевой подрешёткой решётки I(M).
Обозначив через T=T(M) множество всех идеалов в Com(M), вве-
дём на нём отношение порядка ≤ и операции , V, 0, 1∧ , опре-
делив их следующим образом: u v u v≤ ⊆ , u v u v∧ ∩ , 

, 
0 0< >

, 1 1< >

— идеалы в T(M). Чёрточки над 0 и 1 не-
редко будем опускать. Определяемая таким образом алгебра-
ическая система ( ); , ,V,0,1T M< ≤ ∧ >является нульмерной и 
компактной cHa. Операции ,∧ ∨ и операция Λ , если она опре-
делена в Com(M), совпадают в Com(M) и T(M) при отождествле-
нии i и <i>, где ( )i Com M∈ , <i> — главный идеал, порождён-
ный i.
Зададим J-оператор :J T T→ , обладающий следующими 
свойст вами: ( )u J u≤ , ( ( ))J J u u= , ( ) ( ) ( )J u v J u J v∧ = ∧ . 
Множество всех J-операторов обозначим через A(T) и за-
фиксируем на нём поточечное отношение порядка: 

( )1 2 1 2( ) ( )J J u T J u J u≤ ∀ ∈ ≤ . Структура A(T) с таким от-
ношением порядка и соответствующими операциями явля-
ется полной гейтинговой алгеброй. Используя канонический 
способ образования cBa по уже известной cHa, строим алгебру 
стабильных элементов { }( )( ( ) ( ) A TB A T u A T u u∈ ¬¬ =  — 
полную булеву алгебру с операциями и отношением порядка, 
индуцируемыми из A(T), которую будем обозначать B(M) или 
просто B. 
Определим отображение : ( )M Com M M⋅ ↑ ⋅ × →  условием 
a a i v= ↑ + , где ,a i i v i⊥↑ ∈ ∈ . Для формул  с параметра-
ми из M в языке l-колец специфицируем обычный предикат 
истинности M |=  (обозначаемый ) и новый преди-

2 Копытов В. М. Решёточно упорядоченные группы. М.: Наука, 1984. 320 с.

кат глобальной истинности , в котором левая часть 
определяется по индукции со следующим  начальным шагом 
индукции

  { }( )a b i Com M a i b i= ∈ ↑ = ↑

; 

  { }( )a b i Com M a i b i= ∈ ↑ ≤ ↑

.
Множества 
{ }( )i Com M a i b i∈ ↑ = ↑ и { }( )i Com M a i b i∈ ↑ ≤ ↑
являются идеалами в Com(M), поэтому 

 

⋅ = ⋅  и 
 

⋅ ≤ ⋅  отобра-
жения вида 2 ( )M T M→ . Индукцией по связкам и кванторам 
продолжим их на множество  всех предложений с пара-
метрами из M. Если при этом все операции вычисляем в T(M), 
то получаем отображение вида , которое обозна-
чаем 

 

T⋅  и называем T-оценкой.  При замене T(M) на B(M)  по-
лучаем отображение вида , обозначаем его 

 

B⋅  и 
называем B-оценкой.
Отметим (без доказательства) некоторые свойства T-оценки. 
Для любого l-кольца оценка 

 

T⋅ является отделимой, пучко-
вой и достижимой (определения соответствующих понятий 
можно найти, например, в [12]).
Напомним несколько дефиниций. 
l-кольцо M называют нормальным, 
если ( )0 0( )a M i Com M a i i i⊥∀ ∈ ∃ ∈ ∈ ⇔ ⊆ . 
Например, любое строго регулярное f-кольцо является нор-
мальным. 
l-кольцо M называют неразложимым, если любой дополняе-
мый L-идеал этого кольца есть {0} или M.
Формулу, в посылке любой импликации которой, во-первых, 
отсутствует квантор  всеобщности, а во-вторых, квантор суще-
ствования не входит в область действия какой-либо связки ⇒, 
назовём фи-формулой.

Предложение 1. 
Пусть M — произвольное нормальное l-кольцо; 1, na a a=< >  
— параметры из M. Тогда 
1. для любой фи-формулы ϕ с параметрами a  выполняется:  

;
2. для любой AE-формулы ϕ с параметрами a  выполняется:  
1. если , то .

Д о к а з а т е л ь с т в о.  
Сначала индукцией по длине формулы покажем, что для лю-
бой бескванторной  выполняется равенство T- и B-оценок. 
Для атомарных формул это имеет место в силу определения 
оценок. Пусть . Тогда . По индук-
тивному шагу, , и аналогично для 
ϑ . Результата операции T∧ , применённый к элементам из 
Com(M), принадлежит Com(M), а сама операция T∧ , применён-
ная к элементам из Com(M) и вычисленная в Com(M), совпада-
ет с B∧ . Аналогично для связок ∨  и ⇒ .
Пусть  — произвольная фи-формула. Применим индукцию по 
её длине. Если  — атомарная, то имеет место равенство T- и 
B-оценок. Если  получается с помощью &, , ,∨ ∃ ∀ , то утверж-
дение справедливо в силу свойств cHa-морфизма :T Bι → . 
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Пусть . По определению фи-формулы,  — бескван-
торная. Следовательно,  и . По ин-
дуктивному шагу, 

   

T Bϑ ϑ≤ . 
Поэтому, обозначив оценку  через u, получим 

, или .
Пусть  — произвольная AE-формула. Если  — бескван-
торная, то утверждение справедливо в силу равенство её 
T- и B-оценок. Пусть . Так как cHa-морфизм :T Bι →  
сохраняет sup элементов из T(M) и — бескванторная, то 

 .  Пусть  и , где  — E-формула. 
Тогда . Отсюда , и следовательно, 

.

Расширим язык l-колец до языка { , , , ,0,1,&, , }+ ⋅ − ≤ ∨ ↑  и обо-
значим ) ).( , (Com MM M

 Полученный язык назовём рас-
ширенным языком l-колец. Он имеет дополнительный сорт 
переменных, пробегающих множество всех дополняемых L-и-
деалов l-кольца. Определим перевод формулы  языка l-колец 
в формулу  расширенного языка l-колец для любого фикси-
рованного элемента ( )i Com M∈ .
Пусть  — любая формула в языка l-колец с параметрами a  из 
l-кольца M. Пусть 0 1 2, , ,i i i i —  свободные переменные, пробега-
ющие Com(M). Положим 

 

Обозначим .

Предложение 2. Пусть M — любое l-кольцо. Тогда для любой 
формулы ϕ с параметрами a  из  M и любого i из Com(M) вы-
полняется 

.

В частности . 
Д о к а з а т е л ь с т в о.  Индукция по длине формулы ϕ. Для ато-
марной это справедливо в силу определения оценки. Случаи 
&, ,∨ ∀очевидны. Для случая ∃  утверждение справедливо в 
силу достижимости       T-оценки. Пусть . Обозначим 
через 0i< >  и i< > — главные идеалы в T(M), порождённые со-
ответственно i0  и i из Com(M). 

Условие  эквивалентно условию 
. 

Пусть . 

Тогда 
 0

Ti ϑ< >⊆  эквивалентно , или 
. 

Поэтому  эквивалентно 
.

Тогда . 

В то же время условия  и 0i i< >⊆< >  влекут 
включение . 

Следовательно,  эквивалентно , или 
.

Обозначим через TV и  
TV⋅  соответственно гейтинговознач-

ный универсум и оценку в языке ZF для cHa T(M), через BV
и 
 

BV⋅  — булевозначный универсум и оценку в языке ZF для 
cBa B(M). Класс V всех множеств вкладывается в универсум 

TV . Это вложение осуществляется с помощью отображения 
( ) : TV V∨⋅ → , которое каждому X из TV  ставит в соответствие 
элемент X

∨
  из TV , такой, что область определения X

∨
 есть 

{ }x x X
∨

∈  и ( ) 1x X X x
∨ ∀ ∈ = 

 
.

Пусть M — любое l-кольцо. Определим T
aR V∈ , 

положив ( ) ( )aD R D M
∨


 и 

 

( ) T
aR b a b

∨

=

, 

где { }( )D M a a M
∨ ∨

∈ , а затем определим T TM V∈ , 

положив { }( )T
aD M R a M∈  и ( ) 1T T

aM R = . 

Заменяя T на B, получим определение элемента BM из BV . 
Функции, отношения и константы на TM определим следую-
щим образом:  
и ( ), , 1T

a b a bR R R ++ =  (аналогично для T⋅ и T− );

( )TD ≤  { }, , &a b aR R R a b M a b∈ ≤
 

и ( )  

, TT
a bR R a b≤ ≤ ; 

00T R , 11T R . 
Заменяя T на B, получим определения соответствующих объ-
ектов на BM .
Если для любой формулы  в языке l-колец и любых параме-
тров  

1, , na a a=< >

 
из M выполняется равенство ,  
где 

1
, ,

na a aR R R=< >
, 

то T TM V∈ назовём нестандартным представлением l-кольца 
M универсуме TV . Заменяя T на B, получим определение не-
стандартного представления l-кольца M в универсуме BV .

l-кольцо M назовём T-l-кольцом, если выполняется: 

 

,
TV

Ta b M a b a b
∨ ∨ 

 ∀ ∈ = ≤ =
 
 

 

 

 

 

.     

l-кольцо M назовём B-l-кольцом, если выполняется: 

 

,
BV

Ba b M a b a b
∨ ∨ 

 ∀ ∈ = ≤ =
 
 

 

 

 

 

.

Любое B-l-кольцо является T-l-кольцом. Примером B-l-кольца 
может служить любое l-кольцо со счётным носителем.

Теорема 2. Пусть  — произвольная фи-формула в зыке l-ко-
лец со свободными переменными x ;  — любая AE-формула 
в этом же языке.
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Тогда, если , то 

1. ;

2. 

3. В п.2 можно перед связкой ⇒ одновременно добавить в по-
сылке формулу φ*, в заключении — формулу φ, языковые 
формы выражения которых представлены в следующей 
матрице соответствий: 

φ φ*

строго регулярное f-кольцо (линейно) упорядоченное тело

коммутативное строго 
регулярное f-кольцо

упорядоченное поле

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Проверим выполнимость п.1. Пусть M 
— любое, удовлетворяющее условию теоремы, и , где 
a M∈ . Тогда, с учётом предложений 2 и 1(п.1), . 
По условию, M является B-l-кольцом, следовательно, BM  явля-
ется нестандартным представлением M  в универсуме 

BV , и, 
следовательно, . 

Отсюда . По условию, . Так B — пол-
ная булева алгебра, то предикат 

 

1
BV⋅ =  замкнут относитель-

но ZF-выводимости. 

Следовательно, . Поэтому, воспользовавшись ещё 
раз предложениями 1(п.1) и 2, получим . По усло-
вию, ψ — АЕ-формула, поэтому, применив предложение 4(п.2), 
получим , но это, вследствие предложения 2, озна-
чает .

Алгебраическая система M допускает разный выбор булевых 
алгебр для построения оценки, соответствующей структуре 
M и этой алгебре. Например, вместо булевой алгебры Com(M) 
всех дополняемых L-идеалов можно выбрать булеву алгебру 
Idc(M) всех центральных идемпотентов l-кольца M. Операции 
в Idc(M) определяются следующим образом: 1 2 1 2e e e e∧ ⋅  , 

1 2 1 2 1 2e e e e e e∨ + − ⋅ , 1e e¬ − , наибольшим элементом 
является единица l-кольца M и наименьшим элементом — его 
нуль. Буква e с индексами или без них обозначает произволь-
ный элемент из Idc(M). Введя дополнительное ограничение на 
l-кольцо M —  условие 0,e e≥ ∀ , определим оценку на атомар-
ных формулах, положив для любых элементов a, b из M :
  { }( )a b e Idc M e a e b= ∈ ⋅ = ⋅

;

  { }( )a b e Idc M e a e b≤ ∈ ⋅ ≤ ⋅

.

Стоит заметить, что введённое ограничение гарантирует, что 
множество  

a b≤  является идеалом в Idc(M). Затем оценку 
индукцией по кванторам и связкам продолжим на множество 
всех предложений с параметрами из M.
Для случая Idc(M) доказаны утверждения, аналогичные утвер-
ждениям, доказанным для Com(M). В этом случае перевод e , 
эквивалентный тому, что , и аналогичный переводу i  , 
является формулой в том же языке l-колец, что и формула . 

Подтверждением служит следующее предложение, устанавли-
вающее взаимосвязь между Idc(M) и Com(M).

Предложение 3. Пусть M — любое l-кольцо, в котором любой 
центральный идемпотент ≥0. Тогда булевы алгебры Idc(M)  и 
Com(M) изоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть e — произвольный элемент из 
Idc(M) и 0e ≥ . Тогда e M⋅  является дополняемым L-идеалом 
l-кольца M и изоморфизм ( ) ( ) Idc M Com M→  поэлементно мо-
жет быть задан следующим образом: e e M⋅ .

Рассматриваемый метод оценивания суждений элементам ал-
гебр позволяет также изучать общезначимость утверждений 
в классе всех гейтинговозначных универсумов — важнейшем 
классе интуиционистких моделей [18].
Утверждения рассматриваются относительно общезначимо-
сти в классе всех гейтинговозначных универсумов. Они имеют 
следующий вид:

, 
где  — утверждение, Ω пробегает класс всех полных гейтин-
говых алгебр. 
В качестве примера приведём ε-вариант теоремы о свойстве 
полей разложения.
Расширим обычный язык колец, добавив бинар-
ный предикатный символ #. Алгебраическую систему 

, , , , ,0,1 #,M M< + ⋅ − ≤ >  называют отделённым полем [13], 
если она одновременно является моделью аксиом коммута-
тивного кольца с единицей и аксиом следующего вида:

Бинарное отношение #, обладающее свойствами (1)-(3), назы-
вают отношением отделённости. Классически (то есть в рам-
ках классической теории множеств или шире – в рамках подхо-
дящей классической теории) оно равносильно понятию нера-
венства, определяемому как ( )⋅ ≠ ⋅ ¬ ⋅ = ⋅ . Конечно, для инту-
иционистской теории в общем случае неверно, что #⋅ ≠ ⋅ ⋅ ⋅ . 
Имеет место только: #  влечёт  ≠ . 
Если в поле дедекиндовых действительных чисел положить: 

# aa b a b b⇔ < ∨ < , то получим пример отделённого поля. 
Ещё одна из возможных реализаций бинарного предиката, 
обладающего свойствами отношения отделённости, связана с 
использованием нормы со значением в поле, в котором отно-
шение отделённости уже задано (например, в поле дедекиндо-
вых действительных чисел   с выше определённым отношение 
отделённости).  Действительно, пусть ( , )M  — произвольное 
поле M, в котором определена норма ⋅  со значениями в поле 
дедекиндовых действительных чисел 



, то есть ( , )M   — 
нормированное поле. Определим в нём бинарное отношение 
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# , положив ( ) ( )# 0 , ,a Mb bb a a∀− ≠ ∈ . Тогда, проверив 
выполнимость аксиом отделённого поля, убеждаемся, что 
определённое таким образом отношение ≠ превращает M в 
отделённое поле. Заметим, что, если M является полем разло-
жения, то введённое отношение ≠  превращает M в отделён-
ное поле разложения [20-25].
Пусть u — любой фиксированный элемент из Ω; 

0 0 0, , ; , , ; , ,m n kF F P P c c    — любые фиксированные эле-
менты из V Ω . Набор 0 0 0; , , ; , , ; , ,m n kM M F F P P c c< >   

назовём алгебраической системой с достоверностью u, если 
0 0

0 0 0: & & : ; & & & & & &m ni i j j
m n kF M M F M M P M P M c M c M u

Ω
→ → ⊆ ⊆ ∈ ∈ = 

   

 
 

 , 
где 0 , , mi i и 0 , , nj j — арности функциональных и предикат-
ных символов соответственно.
Аналогично определяется в универсуме V Ω  понятие много-
сортной системы с достоверностью u V Ω∈ .
Пусть  — формула в языке ZF, описывающая множество де-
декиндовых сечений и его порядково-кольцевую структуру. 
Тогда через Ω

  обозначим тот объект из V Ω , для которого 
. Индекс Ω в обозначении Ω

  будем опу-
скать.
Алгебраическую систему  , #( , ) , , , , ,0 1, , ,M M V Ω< + ⋅ − ≤ ∈⋅ >   
с достоверностью u∈Ω  назовём полуабсолютной и обозна-
чим HAbs( , , )M u

, если она обладает следующими свойства-
ми:
1. 

2 2: :
B

M M M M
Ω

+ → ≤ + →   

   
   

;

2. 2 2: :
B

M M M M
Ω

⋅ → ≤ ⋅ →   

   
   

;

3. 
   

: : BM M M MΩ− → ≤ − → ;

4.    ( )( ), ( ) ( ) ( ) # ( BBa b D M u M a M b ba ab Ω∀ ∈ ∧ ∧ ≤ ←→ ¬ = ;

5. : :
B

M M
Ω

⋅ → ≤ ⋅ →   

 

   

.

Обозначим , где ,a b M∈  и перемен-
ная ε пробегает все положительные рациональные числа. Это 
известное в конструктивной математике ε-равенство, которое 
говорит, что «a=b с ε-точностью».
Пусть SPL ( , )M   — формализация в языке ZF того, что нор-
мированное поле ( , )M  является полем разложения многоч-
лена над подполем M0 , NEF ( , )M   — формализация в этом же 
языке того, что  ( , )M   — нормальное расширение подполя 
M0. Определим формулу εNEF ( , )M  . Для этого в формуле NEF
( , )M   все подформулы вида a b≠  и a b=  заменим на форму-

лы 0a b− ≠  и 
å

=a b  соответственно, а затем все переменные 
1å , , ån  замкнём кванторами всеобщности.

Теорема 2.  
  ( )ZFI HAbs( , , ) ( , ) ( , ) 1u M V M u M Mε

Ω
Ω−∀Ω∀ ∈Ω∀ ∈ ⇒ ⇒ =SPL NEF 

  

 

 

.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Это непосредственно следует из свойств 
отображения : BV Vι Ω∗ → .

Заключение

В статье рассмотрен метод работы с семантикой суждений, 
исследованы его свойства. С его помощью возможно постро-
ение компьютерно реализуемых интуиционистских выводов 
утверждений вследствие конвертирования соответствующих 
классических выводов (семантическая оценка которых в буле-
возначном универсуме равна единице) в интуиционистские. 
Такой подход особенно актуален при обработке больших объё-
мов информации, так как позволяет избежать необходимости 
построения сложных интуиционистских выводов, что, в свою 
очередь, позволяет значительно увеличить скорость обра-
ботки данных. В частности, показана возможность переноса 
свойств решёточно упорядоченных колец на упорядоченные 
кольца и конвертации классической теории в интуиционист-
скую для многосортных алгебраических систем.
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