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Аннотация
В статье рассматривается проблема нахождения параметра размытия между двумя изображе-
ниями для задачи оптического секционирования, в которой модель размытия имеет естествен-
ное оптическое происхождение, связанное с использованием некогерентного белого света в 
качестве источника излучения в приближении Френеля. Для её решения предлагается метод и 
описывается общая схема нахождения коэффициента размытия для функции рассеяния точки 
на основе сравнения градиентов исходного и размытого изображений. Градиенты изображе-
ния вычисляются через частные производные функции Гаусса, что дает возможность сгладить 
возможные фоновые шумы на изображениях. Приводятся результаты тестирование метода на 
симулированных и реальных изображениях с различным уровнем шума. Результаты показыва-
ют, что разработанный метод устойчиво находил искомые параметры по зашумленным изобра-
жениям с погрешностью, не превосходящей уровня шума, а для изображений без шума метод 
точно находил искомые параметры. Важной конструктивной особенностью метода является 
возможность замены одного вида функции рассеяния точки на другую, что позволяет адапти-
ровать алгоритм к другим задачам, в которых изображение формируется на основе свертки 
объекта с функцией рассеяния точки.
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Abstract
The article considers the problem of finding the blur parameter between two images for the optical sec-
tioning problem, in which the blur model has a natural optical origin associated with the use of incoher-
ent white light as a radiation source in the Fresnel approximation. A method for solving this problem 
is proposed, and a general scheme for finding the blur coefficient for the point spread function based 
on a comparison of the gradients of the original and blurred images is described. Image gradients are 
calculated through partial derivatives of the Gaussian function, which makes it possible to smooth out 
possible background noise in images. The article presents the results of testing the method on simulat-
ed and real images with different noise levels. The results show that the developed method well detects 
the desired parameters in noisy images, and the detection error does not exceed the noise level, and for 
images without noise, the method accurately finds the desired parameters. An important design feature 
of the method is the ability to replace one type of point scattering function with another, which allows 
adapting the algorithm to other problems in which the image is formed on the basis of the convolution 
of the object with the point scattering function.
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Введение

В науках, например, в офтальмологии и в клеточной биоло-
гии, актуальной является проблема изучения полупрозрач-
ных участков живых тканей неинвазивными методами для 
определения пространственных взаимосвязей в трех измере-
ниях. Световая микроскопия предоставляет уникальную воз-
можность исследования пространственного распределения 
определенных компонентов биологических образцов. Многие 
современные проблемы клеточной биологии сосредоточены 
на определении пространственных взаимосвязей клеточных 
компонентов в трех измерениях. К сожалению, объективы, 
необходимые для получения изображения высокого разреше-
ния, не обладают достаточной фокусной глубиной и на прак-
тике исследователю доступен только стек изображений, полу-
чаемых при фокусировки оптической системы на различную 
глубину. При этом любое отдельное изображение протяжен-
ного по глубине образца серьезно зашумлено информацией, 
находящейся вне фокуса от остальной части образца. Таким 
образом, возникает проблема оптического секционирования, 
состоящая в удалении этих дефокусированных слоев для по-
лучения трехмерного изображения исследуемого объекта с 
высоким разрешением. 
Данная задача оптического секционирования решалась в ра-
ботах1 [1]-[7]. В них предполагалось, что функция рассеяния 
точки известна. В реальных экспериментах и исследованиях 
ни форма функции рассеяния точки, ни её параметры не из-
вестны точно. В настоящей статье предлагается способ нахож-
дения параметров размытия при известной модели функции 
рассеяния точки для задачи оптического секционирования, 
основанной на приближении Френеля скалярной теории диф-
ракции в случае полностью некогерентного света. 
Доступные в современной литературе публикации по оценке 
параметра размытия обычно используют простые модели для 
ядра размытия в форме цилиндра или гауссиана. Например, 
в [8] и [9] (см. также [10]-[13]) авторы используют цилиндр 
в качестве ядра размытия, сила размытия характеризует-
ся его радиусом, для определения которого сравниваются 
специальным образом обработанное распределение энерге-
тического спектра с поведением соответствующих функций 
Бесселя, описывающих оптическую передаточную функцию2. 
В [14] для восстановления параметра дефокуса используется 
приближенная модель передаточной функции и проводится 
сравнение распределения ее нулей с нулями энергетического 
спектра размытого изображения. Дальнейшее развитие этого 
подхода представлено в работах [15]-[18].   
В [19] использовалась модель сверточного размытия с ядром в 
форме гауссовского распределения для оценки параметра раз-
мытия на основе изучения распределения границ и изучения 
их размытия с помощью отношения модулей градиентов3 (см. 
также [12], [20]-[24]). 

1 Castleman K. R. Digital Image Processing. 2nd ed. Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall, 1996. 667 p.; Матвиенко А. Н., Новикова Т. Н. Метод обработки изображений 
полупрозрачных слоистых сред // Вестник Московского университета. Серия 15. Вычислительная математика и кибернетика. 1988. № 4. С. 33-37; Shantz M. 
J. A minicomputer-based image analysis system. In: Brown P.B. (ed.) Computer Technology in Neuroscience. New York: Halsted, 1976. p. 113-130.
2 Кольцов П. П. Оценка размытия изображения // Компьютерная оптика. 2011. Т. 35, № 1. С. 95-102. URL: https://elibrary.ru/item.asp?id=15636447 (дата об-
ращения: 03.11.2021).
3 Там же.

В отличие от упомянутых выше работ используемая ниже мо-
дель размытия имеет естественное оптическое происхожде-
ние (аналогичные модели см., например, в [1], [7], [25]), свя-
занное с использованием некогерентного белого света в каче-
стве источника излучения при неинвазивном исследовании 
живых объектов в биологии и медицине. 

Постановка задачи

Задача реконструкции изображений многослойного объекта 
из наблюдаемых изображений, сфокусированных на разные 
слои, заключается в получении изображений искомых слоев, 
очищенных от дефокусированных изображений соседних сло-
ев. Рассмотрим следующую схему формирования изображаю-
щей системы для оптического секционирования (см. Рис 1) [1].

Р и с. 1. Схема изображающей системы для оптического секционирования
F i g. 1. Scheme of the depicting system for optical sectioning

Тонкий полупрозрачный трехмерный объект шириной w по-
мещается на расстоянии  перед тонкой линзой с функцией 
зрачка M(x,y), являющейся характеристической функцией 
диска радиуса  с центром в начале координат. Плоскость изо-
бражения  расположена на расстоянии  за объективом. 
Предполагается, что параметры ,  фиксированы, а фокус-
ное расстояние объектива  является функцией перемен-
ной :

Если объект расположен в плоскости  и характеризуется 
функцией интенсивности , то в плоскости  регистри-
руется интенсивность, описываемая сверткой [1]:

	(1)

где  определяется выражением:
	(2)



23THEORETICAL QUESTIONS OF COMPUTER SCIENCE, COMPUTATIONAL  
MATHEMATICS, COMPUTER SCIENCE AND COGNITIVE INFORMATION TECHNOLOGIESS. D. Bazhitov

Vol. 18, No. 1. 2022          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru
Modern
Information
Technologies
and IT-Education

Здесь функция зрачка  суть индикаторная функция круга 
радиуса  с центром в начале  координат,  – средняя длина вол-
ны некогерентного освещения, 

 ‐ нормировочный множитель. 
Функция  описывает дефокусировку, вызванную воз-
можным несовпадением фокальной плоскости  и плоскости 
объекта  :

				    (3)

В рассматриваемой модели при фокусировке на слой  наблю-
даемое изображение записывается в виде суммы вкладов каж-
дого слоя:

Изменяя , можно получить в плоскости изображения 
стек изображений сечения полупрозрачных объектов. Каждое 
наблюдаемое изображение поперечного сечения представля-
ет собой истинное поперечное сечение, на котором также вид-
ны размытые изображения соседних по глубине сечений.
В задаче оптического секционирования в общем случае не 
известен параметр  функции размытия, отвечаю-
щий за степень размытия между двумя слоями. 

Далее будет описан способ его нахождения на примере двух 
слоев исходного стека. 

Идея сравнения двух изображений

Предлагаемый метод основан на сравнении не самих изобра-
жений, а их модулей градиента. Это объясняется тем, что на 
изображениях может присутствовать фон и шум, которые с 
точки зрения получаемого изображения не несут полезной 
информации. 
Область фона является однородной, поэтому производная, 
входящая в модуль градиента, позволит не учитывать фон 
при сравнении изображений, а если аппроксимировать произ-
водные с помощью частных производных функции Гаусса, то 
удастся сгладить шумы. 
Напомним, что градиент это двумерная вектор-функция, опре-
деляемая формулой:

, где  – дифференцируемая функция своих 
непрерывных аргументов. На практике изображение задает-
ся в дискретном наборе точек сетки и в классическом смысле 
производной не существует, поэтому её обычно аппроксими-
руют с помощью некоторого оператора. Для нахождения ком-
понент градиента воспользуемся частными производными 
функции Гаусса, свертки с которыми наравне с другими опера-
торами, аппроксимируют производную. Такой способ аппрок-
симации производных позволит сгладить возможные шумы 
на изображениях.
Двумерный гауссиан выглядит следующим образом:

Её частные производные по x и по y соответственно:

Тогда частные производные функции  можно аппрок-
симировать так: 

где  - оператор свертки. Для модуля градиента будем исполь-
зовать обозначение: 

Математическое описание 
корректировки функции размытия
Пусть  это исходное изображение. Введем множество  
точек  функции изображения , имеющих ненулевое 
значение модуля градиента:

			   (4)

Тогда отношение двух изображений  и  будем характеризо-
вать мощностью пересечения множеств  и :

					     (5)
Здесь  это число элементов множества.
После применения функции рассеяния точки

				    (6)

к изображению  получим :
				    (7)

Изображение  является размытой версией изображения 
, из-за чего оно выглядит более широкой или же «растекшей-

ся».
Пусть имеется область определения коэффициентов размы-
тия  ( -минимальное значение, -максимальное 
значение коэффициента размытия) при рассмотрении изобра-
жений  и , где  это размытая версия изображения .
Введем на области  равномерную сетку параметров 
размытия с шагом ,  и детектор па-
раметра размытия :

			  (8)
Скорость роста  при увеличении  будет уменьшаться, 
так как  не меняется. Поэтому можно поставить задачу оты-
скания коэффициента  в функции размытия:

Если рассматривать данную пару изображений (Рис. 2), то гра-
фик функции (8) представлен на Рис. 5.
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Р и с. 2. Типичная пара изображений из задачи оптического 
секционирования: слева , справа 

F i g. 2. A typical pair of images from an optical sectioning problem: on the left  f1, 
on the right  f2

Функция  при увеличении значения параметра  мо-
жет становиться отрицательным, что показано на Рис. 6. Это 
происходит, потому что степень размытия изображения  по 
сравнению с  становиться слишком большим. Поэтому нужно 
выбирать  с наименьшим значением так, чтобы  было 
равно нулю. На Рис. 6.  равен нулю при .
Утверждение. Пусть  – дискретная функция изображе-
ния,  – её размытие по формуле (7). Тогда существует 

:

где  – дискретная функция от  определяемая формулой 
(8).
Для обоснования утверждения приведем следующие сообра-
жения. Обратим внимание на изображения на Рис. 3, а именно 
на исходное кольцо слева и на его размытый аналог справа. 

Р и с. 3. Пара изображений для примера
F i g. 3. A couple of example images

В алгоритме получения коэффициента размытия, описанном 
выше, мы получаем модуль градиента изображений, которое 
показывает контуры изображения (Рис. 4). 

 Р и с. 4. Контуры исходного (слева) и размытого (справа) изображения
F i g. 4. The outlines of the original (left) and blurred (right) image

Эти контуры имеют разную ширину у исходного и у размыто-
го изображения. При увеличении степени размытия исходного 
изображения его контур расширяется, постепенно приближа-
ясь в своем положении к контуру размытого изображения. Так 
как формула (5) характеризует расположение контуров двух 
изображений, то при определенном значении параметра  
значение  достигнет своего максимума. А так как формула 
(8) — это фактически взятие производной функции, то в точке 
экстремума она равна нулю.

 Р и с. 5. Типичный график функции (8) при 
F i g. 5. A typical graph of function (8) for D = [0.1, 0.45]

Р и с. 6. Часть графика на Рис. 5, начиная с 
F i g. 6. Part of the graph in Fig. 5 starting from d = 0.12

Метод решения

Пусть параметр размытия находится в области от  до  (
-минимальное значение, -максимальное значение коэф-
фициента размытия). Введем равномерную сетку на отрезке 

 с шагом , . Формула (8) от-
ражает скорость изменения функции (5) при изменении . 
Поэтому нужно найти такое , при котором эта скорость бу-
дет минимальна. 
Тогда алгоритм восстановления параметра размытия между 
двумя изображениями выглядит следующим образом:
Шаг 1. Взять два изображения ,  и определить количество 

 ненулевых пикселей, расположенных на одном и том 
же месте в изображениях их модулей градиентов.
Шаг 2. Выделить массив размера .
Шаг 3. Применить функцию размытия с текущим параметром 

 к : 
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Шаг 4. Вычислить количество  ненулевых пикселей, 
расположенных на одном и том же месте в изображениях их 
модулей градиентов.
Шаг 5. Занести в массив значение .
Шаг 6. Увеличить значение  на .
Шаг 7. Присвоить переменной  значение .
Шаг 8. Повторять шаги 3–7, пока массив не заполнится.
Шаг 9. Найти минимальный индекс ( ) наименьшего неотри-
цательного элемента в массиве, для которого . Выдать в 
качестве результата .

Примеры применения

Сначала применим метод к симулированным изображениям 
без шума, которые были размыты на разную величину.
Пусть имеется исходное изображение:

Р и с. 7. Исходное изображение
F i g. 7. Original image

После размытия изображения на Рис. 7 и применения метода 
восстановления параметра размытия будем иметь следующее 
(  – параметр размытия входного изображения,  – восста-
новленный параметр размытия):

(a) (b) (c)

Р и с. 8. Размытые изображения без шума и результат восстановления
F i g. 8. Blurred images without noise and restoration result

(a) (b) (c)

Р и с. 9. Размытые изображения с шумом и результат восстановления. 
Среднее значение равно 0, стандартное отклонение равно 25, 

амплитуда равна 29.4%
F i g. 9. Blurred images with noise and restoration result. The mean value is 

0, the standard deviation is 25, the amplitude is 29.4%

Видно, что для изображений без шума результат восстановле-
ния полностью совпадает с реальным размытием.
Теперь применим метод на тех же изображениях, но с гауссов-
ским шумом с различным стандартным отклонением и ампли-
тудой (Рис. 9, Рис. 10). Тогда результаты восстановления сле-
дующие:

(a) (b) (c)

Р и с. 10. Размытые изображения с шумом и результат восстановления. 
Среднее значение равно 0, стандартное отклонение равно 4.25, 

амплитуда равна 5%
F i g. 10. Blurred images with noise and restoration result. The mean value is 

0, standard deviation is 4.25, amplitude is 5%

Видно, что шум внес изменения в восстановленные параме-
тры размытия, но они всё ещё близки к исходным параметрам. 
Также видно, что для сильно зашумленных изображений воз-
растает величина ошибки восстановления.
Если применять метод к объектам с тонкими ребрами без 
шума и с гауссовским шумом, то будем иметь результаты, ана-
логичные предыдущим:

Р и с. 11. Исходное изображение
F i g. 11. Original image

(a) (b) (c)

Р и с. 12. Размытые изображения без шума и результат восстановления
F i g. 12. Blurred images without noise and restoration result
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(a) (b) (c)

Р и с. 13. Размытые изображения с шумом и результат восстановления. 
Среднее значение равно 0, стандартное отклонение равно 15, амплитуда 

равна 17.6%
F i g. 13. Blurred images with noise and restoration result.  The mean value is 

0, standard deviation is 15, amplitude is 17.6%

(a) (b) (c)

Р и с. 14. Размытые изображения с шумом и результат восстановления. 
Среднее значение равно 0, стандартное отклонение равно 4.25, 

амплитуда равна 5%
F i g. 14. Blurred images with noise and restoration result.  The mean value is 

0, standard deviation is 4.25, amplitude is 5%

Заключение

В статье рассматривалась задача отыскания параметра размы-
тия между двумя изображениями для задачи оптического сек-
ционирования. Предложен метод решения задачи, учитываю-
щий возможные фоновые шумы на изображениях, и описана 
общая схема нахождения коэффициента размытия для функ-
ции рассеяния точки. Было произведено тестирование метода 

на симулированных и реальных изображениях. Результаты те-
стирования показали, что метод устойчиво находил искомые 
параметры по зашумленным изображениям с погрешностью, 
не превосходящей уровня шума. Сам метод построен так, что 
возможна замена вида функции рассеяния точки на другую, 
что дает возможность адаптации метода к другим задачам, в 
которых изображение формируется на основе свертки объек-
та с функцией рассеяния точки.
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