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Аннотация
В работе предложен вариационный метод получения необходимых (и достаточных) условий 
устойчивости возмущенных решений системы уравнений Валлиса. Этот метод позволяет устано-
вить необходимые условия устойчивости по Ляпунову. Он является эффективным даже в случаях, 
когда применение классического метода Ляпунова вызывает трудности, связанные с построением 
функции Ляпунова или с неточностями линеаризации по Тейлору, что характерно для динамиче-
ских систем большой размерности. В ряде случаев этот метод можно применить для нахождения 
областей фазовых переменных, в которых необходимые условия совпадают с достаточными ус-
ловиями устойчивости (асимптотической устойчивости) по Ляпунову. В этих случаях сама метри-
ческая функция, как это показано в настоящей работе, может играть роль функции Ляпунова для 
получения достаточных условий устойчивости.
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Abstract
In this paper, a variational method is proposed for obtaining the necessary (and sufficient) stability 
conditions for perturbed solutions of the system of Vallis equations. This method allows us to establish 
the necessary conditions for Lyapunov stability. It is effective even in cases when the application of 
the classical Lyapunov method causes difficulties associated with the construction of the Lyapunov 
function or with inaccuracies of Taylor linearization, which is typical for dynamical systems of large 
dimension. In some cases, this method can be used to find regions of phase variables in which the nec-
essary stability conditions coincide with sufficient stability conditions (asymptotic stability) according 
to Lyapunov. In these cases, the metric function itself, as shown in this paper, can play the role of the 
Lyapunov function to obtain sufficient stability conditions.
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Введение

В 1986 году Дж. Валлисом были предложены две модели для 
описания колебаний температуры в западной и восточной 
частях приэкваториальной области океана, которые 
оказывают сильное влияние на глобальный климат Земли. 
В работе вариационным методом проведено исследование 
устойчивости по Ляпунову возмущенных решений системы 
уравнений для двух моделей Валлиса [1]. Исследованы две 
модели, предложенные Валиссом для описания нелинейных 
взаимодействий атмосферы, океана и пассатных ветров в 
экваториальной области Тихого океана. Найдены необходимые 
условия устойчивости (асимптотической устойчивости) 
возмущенного решения в окрестностях точек бифуркации1. 
Найдены области фазовых переменных в окрестностях точек 
бифуркаций, в которых эти необходимые условия устойчиво-
сти по Ляпунову являются также и достаточными2. В этих слу-
чаях сама метрическая функция, как это показано в настоящей 
работе, может играть роль функции Ляпунова для получения 
достаточных условий устойчивости [4], [5]. 
Основная идея вариационного метода [2-4] состоит в опреде-
лении максимума скорости изменения евклидовой метрики в 
фазовом пространстве решений3. Предполагается, что искомое 
возмущенное решение не покидает области ‒ ε окрестности 
точки бифуркации [6-17].

Основные результаты

1. Первая предложенная Валлисом модель, которая не 
учитывает влияния пассатных ветров, представляет собой 
систему трёх нелинейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений:

tx y axµ= −  ty xz y= −  1tz xy z= − −  (1)
которая описывает колебания температуры в 
приэкваториальных областях мирового океана.
Переменные, входящие в систему (1), являются безразмерными 
и имеют следующий физический смысл:
µ  и  – числовые параметры
x  − скорость движения воды на поверхности океана

1 1( ); ( )
2 2w c w cy T T z T T= − = +

,w cT T  − температура, соответственно, в западной и восточной 
частях океана
Система (1) имеет следующие свойства: 
1) Однородность (автономность) 
2) Диссипативность (все траектории ограничены некоторым 
предельным множеством) 
Действительно, дивергенция фазового потока равна

( , , ) ( ) ( ) (1 ) 2 0div x y z y ax xz y xy z a
x y z

µ∂ ∂ ∂
= − + − + − − = − − <

∂ ∂ ∂
  

1 Магницкий Н. А. Теория динамического хаоса. М.: URSS, 2011. 320 с.; Magnitskii N.A., Sidorov S.V. New Methods for Chaotic Dynamics. Singapore: World Scientific 
Publishing Co., 2006. 384 p. 
2 Городецкий С. Е. Управление параметрами динамической системы для реализации самоорганизующегося процесса перехода к устойчивому периодическому 
режиму : дисс. … канд. физ.-мат. наук : 01.01.09. М.: МФТИ, 2009. 92 с.
3 Арнольд В. И. Дополнительные главы теории обыкновенных дифференциальных уравнений. М.: Наука, 1978. 304 с.; Berge P., Pomeau Y., Vidal C. Order within 
Chaos. 1st ed. Wiley-VCH, 1987. 329 p.

Последнее означает, что поток сжимает некоторый объем 
фазового пространства, т.е. все фазовые траектории будут 
ограничены некоторым предельным множеством.
Эта система имеет три неподвижных положения равновесия:

1 2 3(0,0,1); ( , ( ), ); ( , ( ), ).a a a aO O a a O a a
a a

µ µµ µ
µ µ

− −
= = − = − − −

Рассмотрим поведение системы в окрестности точки 

1 (0,0,1)O = . 
Для этого сделаем замену , , 1x u y w z w= = = + .

В результате система принимает вид 

tu v a wµ= − ;  
tv u w v= − ; 

tw u v w= − −    (2)

Найдены необходимые (и достаточные) условия устойчивости 
по Ляпунову для нулевого положения равновесия системы (2). 
Справедлива
Теорема 1. 
Возмущенное решение системы (1) в окрестности положения 
равновесия (0,0,1) необходимо (асимптотически) устойчиво по 
Ляпунову при условиях 20, ( 1) 4a aµ> + < . Эти условия будут до-
статочными для устойчивости по Ляпунову возмущенных реше-
ний в области фазовых переменных, удовлетворяющих неравен-
ствам 2 2

2 2
ax y xµ

µ
+

< <
+

 
в окрестности нулевого положения 

равновесия.
2. Далее вариационным методом проведено исследование 
и найдены необходимые условия устойчивости 
(асимптотической устойчивости) возмущенного решения 
системы (2) в окрестности точек бифуркации (положений 
равновесия) О2 и О3. Определены области фазовых перемен-
ных, в которых эти условия являются также и достаточны-
ми. В случае точки бифуркации 

2 ( , , )O α β λ  предварительно 
сделаем замену переменных , ,x u y v z wα β λ= + = + = + . Си-
стема (2) принимает вид

;tu v a uµ= −
 

;tv u v w u wλ α= − + −
 

.tw u v w u vαβ= − − − −   (3)
Очевидно, что система (3) также диссипативна.
Справедлива следующая
Теорема 2. Возмущенное решение системы (2) в окрестности 
положения равновесия 

2 ( , ( ), )a aO a a
a

µ µ
µ

−
= −

 

необходимо (асимптотически) устойчиво по Ляпунову при 
условиях ( ) 0,a a aµ µ− ≥ > . 
При дополнительном неравенстве 

2 1( ) 2 ( )a a a aµ µ
µ µ

+ < + −
 

эти условия будут достаточными для устойчивости 
по Ляпунову возмущенных решений в окрестности 
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точки бифуркации 
2O  в области фазовых переменных, 

удовлетворяющих соотношениям
21 1( ) [2 ( ) ]

2
a x y a a a xµ µ
µ µ

+ ≤ ≤ + −
   (4)

3. Другая модель была предложена Валлисом для описания 
нелинейного процесса изменений в атмосфере, океана и 
пассатных ветров в экваториальной области Тихого океана. 
Эта модель является нелинейной и описывается в общем 
случае неавтономной системой трех дифференциальных 
уравнений:

(( ) ( ( ) ,tx y z b x f tµ= − − −  ,ty xz y c= − +  
tz xy z c= − − + (5)

где ( )x t  - скорость поверхностного течения в океане, ( )y t  и 
( )z t  − температура воды на западной и восточной окраинах 

водного бассейна, соответственно, 
0 1( ) sin(sin(2 ))f t a a tπ= +  − 

периодическая функция, учитывающая влияние пассатных ве-
тров.  Рассмотрим эту систему при ( ) 0f t ≡  приведя ее, таким 
образом, к автономному виду

( ) ,tx y z b xµ= − −   ,ty x z y c= − +  ,tz x y z c= − − +   (6)
Ясно, что система (6) является диссипативной системой. Она 
имеет три положения равновесия:

 

; 

Рассмотрим сначала систему в окрестности 
положения равновесия  Сделаем замену переменных 

; ;x u y v c z w c= = + = + . Тогда система принимает вид

( ) ,tu v w buµ= − −  ,tv u w v c u= − +  ,tw u v w c u= − − −   (7)
При этом точка  переходит в точку (0,0,0) . Справедлива 
Теорема 3. Возмущенное решение системы (7) в окрестности 
нулевого положения равновесия необходимо устойчиво 
(асимптотически устойчиво) при условии . Эти условия будут 
достаточными для устойчивости по Ляпунову возмущенных 
решений в области фазовых переменных, удовлетворяющих 
неравенствам 

 (8)

При этом должно выполняться неравенство 

4. Рассмотрим далее поведение системы (6) в окрестности 
точки 

  

Обозначим 

  . 

Сделаем в системе (6) замену переменных u = x + α, v = y + β, 
w = z + γ. 
Получаем систему 

( ) ,tx y z b xµ= − −   ,ty x y z z xγ α += − +  
,tz x y z x yβ α= − − − −     (9)

Справедлива
Теорема 4. Возмущенное решение системы (9) в окрестности 
нулевого положения равновесия необходимо устойчиво 
(асимптотически устойчиво) при условии 2 1,c

b
µ

<  
0b ≥  ( 0)b >  

Эти условия будут достаточными для устойчивости 
(асимптотической устойчивости) по Ляпунову возмущенных 
решений в области фазовых переменных, удовлетворяющих 
неравенствам

 (10)

Причем дополнительно должно быть справедливо 
неравенство  . 

Заключение

Предложенная вариационная методика позволяет эффективно 
решать указанные вопросы устойчивости по Ляпунову для 
широкого класса нелинейных динамических систем, даже в 
случаях, когда применение классического метода Ляпунова 
вызывает трудности, связанные с нахождением функции 
Ляпунова или с неточностями линеаризации по Тейлору 
в окрестности точек бифуркаций (что характерно для 
существенно нелинейных динамических систем большой 
размерности) [18-25]. 
Этот метод, как показано выше, является эффективным 
для получения необходимых условий устойчивости и дает 
возможность для продолжения исследований (в целях 
определения достаточных условий). Он позволяет выяснить 
сепаратриссы поверхностей точек бифуркации. В нашей 
задаче сепаратриссы точек бифуркаций системы (1) Лоренца 
принадлежат граничным поверхностям фазовых переменных, 
которые определяются соотношениями (4), (8) и (10), 
соответственно. 
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