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Аннотация
В представленной работе рассматривается задача построения системы динамического пози-
ционирования автономного необитаемого подводного аппарата в пространствеcмногоцелевой 
структурой. Стабилизация аппарата в заданном положении используется для обеспечения его 
стыковки с подводной станцией или получения более точной информации о морском дне при 
проведении исследований. Задача динамического позиционирования ‒ одна из основных задач 
управления как надводными, так и подводными морскими объектами. Для надводных судов 
представлены многочисленные решения данной проблемы. Для подводных аппаратов получе-
но меньшее количество результатов из-за достаточно сложной математической модели. Одна-
ко в случае динамического позиционирования в мелководной зоне возможны упрощения урав-
нения динамики, которые позволяют применить существующие подходы к управлению надво-
дными судами для подводных аппаратов. Цель данной работы ‒ усовершенствование системы 
управления с многоцелевой структурой, полученной на основе принципа разделения, за счет 
введения в закон управления дополнительного слагаемого, обеспечивающего астатизм зам-
кнутой системы и экономичный режим работы приводов. Указанная система состоит из асим-
птотического наблюдателя, который восстанавливает скорости аппарата и очищает измерения 
от шума, и регулятора, решающего задачу динамического позиционирования. Предложенный в 
данной работе динамический корректор играет значительную роль на практике. Экономичный 
режим работы управляющих компонентов дает возможность уменьшить их износ и снизить 
общий расход топлива. Астатизм замкнутой системы позволяет исключить отклонение аппа-
рата от заданного положения при воздействии на него постоянного возмущения, которое стан-
дартно моделирует подводные и ветровые течения. Для иллюстрации эффективности системы 
проводится имитационное моделирование в среде Simulink на примере аппарата Kambara.

Ключевые слова: управление с обратной связью, динамическое позиционирование, авто-
номный необитаемый подводный аппарат (АНПА), астатизм, внешние возмущения
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Abstract
This work is devoted to the formation of dynamic positioning system for autonomous underwater 
vehicle with multipurpose structure. Such vehicles are applied to oceanographic research and bottom 
exploration. To dock with an underwater station or obtain more accurate information about the 
bottom, it is necessary to stabilize the vehicle at a given point in space, in other words, position the 
device. The problem of dynamic positioning is one of the primary control problems of marine objects. 
Numerous solutions to this issue have been presented for vessels. Fewer results were obtained for 
underwater vehicles due to a rather complex mathematical model. However, simplifications of the 
dynamic equation are possible in the case of positioning in shallow water, which make it possible 
to apply existing approaches to vessel control for underwater vehicles. The purpose of this work is 
to enhance the control system with multipurpose structure obtained on the basis of the separation 
principle by introducing into the control law an additional term. The resulting system consists of the 
observer, which restores the speed components of the vehicle’s movement and clears measurements 
of noise, and the controller, which positions the vehicle in a given position, provides the integral 
action of the closed-loop system and the economical mode of operation of the actuators. The integral 
action allows us to eliminate the deviation of the vehicle from the desired position when exposed to a 
constant disturbance (underwater and wind currents). Economical mode of control components makes 
it possible to lower their wear and reduce overall fuel consumption. A simulation is run in Simulink to 
illustrate the effectiveness of the obtained system.
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action, external disturbances
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Введение

В настоящее время широко используются автономные мор-
ские подвижные объекты, способные функционировать без 
участия человека. В частности, автономные необитаемые 
подводные аппараты (АНПА) широко используются для про-
ведения океанографических исследований, обезвреживания 
морских мин и разведки дна. Морские подвижные объекты 
должны поддерживать несколько режимов работы, в связи 
с чем основной целью в данной работе является построение 
системы управления с многоцелевой структурой, которая по-
зволяет достигать желаемой динамики во всех имеющихся 
режимах1 [1-6]. В работе рассматривается многоцелевой за-
кон управления системой динамического позиционирования 
АНПА в пространстве. Задача достижения заданного положе-
ния и стабилизации аппарата в горизонтальной плоскости ре-
шена, например, в работе [7].
С математической точки зрения система динамического по-
зиционирования состоит из двух основных компонентов ‒ на-
блюдателя и регулятора. 
Как известно, в большинстве случаев измерение скорости для 
АНПА недоступно или затруднено, например, применение до-
плеровского лага ограничивается из-за преображения сигнала 
от аппарата и морского дна при их непосредственной близо-
сти [8], поэтому для вычисления скорости, как правило, син-
тезируется динамический наблюдатель на основе измерений 
положения и ориентации АНПА. При помощи наблюдателя так 
же необходимо выделить из поступающего с измерительных 
приборов сигнала оценки положения и ориентации аппара-
та без шума, обусловленного действием волн, помехами дат-
чиков, который может привести к изнашиванию приводов, 
значительному увеличению затрат энергии и вовсе к потере 
устойчивости. В начале развития систем динамического пози-
ционирования в 1960-1980-х годах использовался стандарт-
ный метод фильтрации и оценки компонент положения и ори-
ентации ‒ фильтр Калмана [9], однако для его использования 
необходимо линеаризовать динамическое уравнение в окрест-
ности заранее заданного набора углов крена, дифферента и 
рыскания и для каждой линеаризованной модели строить 
фильтр Калмана, что очень трудоемко, к тому же многочислен-
ные параметры настройки могут быть слабо соотнесены с фи-
зическими величинами. Один из широко используемых в дан-
ный момент аналитических подходов к формированию оценки 
компонент положения и ориентации и скоростных компонент 
‒ асимптотические наблюдатели2, например, [10-12]. 
Переход в желаемое положение и подавление внешнего воз-
действия должны быть осуществлены с помощью регулятора. 
Использование программного управления приемлемо при ма-
лой амплитуде внешних возмущений, действующих на аппа-
рат [13]. Однако в большинстве случаев аппарат испытывает 
значительное воздействие волн и подводных течений, что 
делает применение такого управления невозможным. Робаст-
ность системы может быть достигнута при использовании 
управления с обратной связью. Подавляющее количество су-

1 Сотникова М. В. Многоцелевые законы цифрового управления морскими объектами: дис. … д.ф.-м.н. СПб., 2016. 371 c.
2 Тагирова Р. А. Построение асимптотического наблюдателя для АНПА и его анализ // Colloquium-journal. 2019. № 9-2(33). С. 37. doi: https://doi.
org/10.24411/2520-6990-2019-10222

ществующих методов построения управления получено для 
позиционирования аппарата по одной или нескольким компо-
нентам его положения и ориентации, что вызвано наличием 
меньшего числа приводов по сравнению со степенями свобо-
ды аппарата [14-21].
В данной работе предлагается развитие многоцелевой струк-
туры системы динамического позиционирования АНПА в мел-
ководной зоне [6] с применением аналогичного подхода для 
позиционирования морского судна в горизонтальной плоско-
сти [5]. Рассматриваемая система управления с обратной свя-
зью [6] состоит из асимптотического наблюдателя, который 
очищает измерения от шума и восстанавливает скоростные 
компоненты движения аппарата, и регулятора, решающего 
задачу динамического позиционирования в пространстве. В 
работе [5] обосновывается введение дополнительного слага-
емого в закон управления морским надводным судном, кото-
рое обеспечивает астатизм замкнутой системы управления и 
экономичный режим работы приводов. Предложенный подход 
теоретически должен гарантировать достижение желаемого 
положения аппарата по всем компонентам. При практическом 
применении полученной системы количество стабилизируе-
мых компонент положения и ориентации зависит от количе-
ства приводов конкретного аппарата.
В отличие от классических ПИД-регуляторов [22; 23] предло-
женный метод построения управления решает задачу обеспе-
чения приводов экономичным режимом работы. Кроме того, 
как будет доказано далее, данный подход позволяет доставить 
астатизм замкнутой системы без использования интегрально-
го слагаемого, что упрощает практическое применение регу-
лятора.

Структура системы динамического 
позиционирования и постановка задачи
Для определения модели аппарата рассматриваются две си-
стемы координат: абсолютная и относительная. Движение в 
относительной системе координат описывается шестью ком-
понентами скорости �= [ ]u,v,w, p,q,r T  ‒ линейные скорости 
продольной, поперечной и вертикальной качки, угловая ско-
рость крена, дифферента и рыскания соответственно. В абсо-
лютной системе координат, связанной с Землей, используются 
три компоненты положения и три угла ориентации аппарат 
�= [ ]x y z T, , , , ,ϕ θ ψ . Связь скоростей в обеих системах координат 
описывается выражением
� �= J ( ) ,νν

где матрица поворота

Здесь для краткости записи c, s и t означают cos, sin и tg соот-
ветственно.
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где 6 6M   ‒ матрица инерции и добавленной массы 
(положительно определенная); 6 6D   ‒ матрица 
демпфирования (положительно определенная);  ( ) 6g η  ‒ 

вектор восстанавливающих сил и моментов; ( ) 6t d  ‒ 
вектор сил и моментов внешнего возмущения любой 
природы; 6τ  ‒ вектор управляющего воздействия.  
Как было сказано ранее, измерение компонент скорости 
аппарата обычно не доступно, поэтому любой закон 
управления должен быть построен на базе измерений 
положения и ориентации. От замкнутой системы управления 
требуется, чтобы: 
1. Существовало положение равновесия ,= = dν 0 η η , 
где ( ), , , , ,d d d d d dx y z   =dη  ‒ желаемое положение 
аппарата; 
2. Положение равновесия было глобально 
асимптотически устойчивым; 
3. Управление обеспечивало астатизм по отношению к 
низкочастотным компонентам возмущения, обусловленным 
течениями, и осуществляло экономичный режим работы 
приводов при воздействии на объект высокочастотного 
возмущения. 
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представленного в работе [24], в которой доказано, что для 
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полученной вычитанием (2) из (1), где 
,= − = −ν ν η ηε z ν ε z η , при ( ) 0t d  достаточно, чтобы 

матрицы 1 2,K K  имели диагональный вид и были 
положительно определенными. Глобальная асимптотическая 
устойчивость нулевого положения равновесия (4) 
гарантирует стремление оценок положения и скоростей 
аппарата к реальному их значению с течением времени, 
другими словами, полученные оценки будут достаточно 
точны для дальнейшего их использования при построении 
закона управления. 
Закон управления (3) построен на основе управления, 
представленного в работе [6], с добавлением слагаемого 
( )( )F s − ηη z . В соответствии с принципом разделения [6] 

матрицы ,p dK K  необходимо взять такими, чтобы 
управление 
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при замыкании системы (1) стабилизировало ее в положении 
равновесия ,= = dν 0 η η , при этом оно являлось глобально 
асимптотически устойчивым. Тогда закон управления, 
использующий оценки положений и скоростей, будет 
обладать теми же свойствами. Матрицы ,p dK K  при этом 
достаточно взять положительно определенными. 
Замкнутая система (1)-(3) без учета слагаемого 
( )( )F s − ηη z  удовлетворяет введенным требованиям 1-2. 

Требование 3 важно при практическом применении системы 
динамического позиционирования. Экономичный режим 
работы регуляторов позволяет уменьшить нагрузку на них, 
минимизировать их изнашивание и продлить срок службы. 
Астатизм замкнутой системы позволяет исключить 
отклонение аппарата от заданного положения при 
воздействии на него постоянного возмущения (подводного и 
ветрового течения).  
Задача синтеза оптимального закона управления сводится к 
определению поправки ( )( )F s − ηη z . Во-первых, ее 
присутствие в законе управление не должно изменять 
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системой3:	
	

M D t

J





½ ½ g · Ä d

· · ½

+ + ( ) = + ( )
= ( )

,

.
	 MTPlaceRef \* 

MERGEFORMAT (1)
где M ∈ ×6 6  ‒ матрица инерции и добавленной массы (поло-
жительно определенная); D∈ ×6 6  ‒ матрица демпфирования 
(положительно определенная);  g ·( )∈6  ‒ вектор восстанав-
ливающих сил и моментов; d t( )∈6  ‒ вектор сил и моментов 
внешнего возмущения любой природы; Ä∈6  ‒ вектор управ-
ляющего воздействия. 
Как было сказано ранее, измерение компонент скорости ап-
парата обычно не доступно, поэтому любой закон управления 
должен быть построен на базе измерений положения и ори-
ентации. От замкнутой системы управления требуется, чтобы:
1.	 Существовало положение равновесия ½ 0 · · d= =, , где 
· d = ( )x y zd d d d d d, , , , ,ϕ θ ψ  ‒ желаемое положение аппарата;
2.	 Положение равновесия было глобально асимптоти-
чески устойчивым;
3.	 Управление обеспечивало астатизм по отношению к 
низкочастотным компонентам возмущения, обусловленным 
течениями, и осуществляло экономичный режим работы при-
водов при воздействии на объект высокочастотного возмуще-
ния.
Рассмотрим систему динамического позиционирования в виде
	

M D J K

J K

T
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z z g · Ä · · z

z · z · z

½ ½ ·

· ½ ·

= − − ( ) + + ( ) −( )
= ( ) + −( )

1
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,
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MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2)
	 Ä g · z · z · · z½ · d ·= ( ) − − ( ) −( ) + ( ) −( )K J K F sd

T
p , 	

MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3)
где s  ‒ переменная Лапласа, z½∈6  и z· ∈6  ‒ оценки векто-
ров � и � соответственно, K K K Kd p1 2

6 6, , , ∈ ×  ‒ заданные по-
стоянные матрицы. 
Наблюдатель вида (2) построен на основе наблюдателя, пред-
ставленного в работе [24], в которой доказано, что для обеспе-
чения глобальной асимптотической устойчивости нулевого 
положения равновесия системы ошибок
	

M D J K t

J K

T




µ µ · µ d

µ · µ µ
½ ½ ·

· ½ ·

= − − ( ) + ( )
= ( ) −

1

2

,

,
	 MTPlaceRef \* 

MERGEFORMAT (4)
полученной вычитанием (2) из (1), где µ z ½µ z ·½ ½ · ·= − = −, , 
при d t( ) ≡ 0  достаточно, чтобы матрицы K K1 2,  имели диаго-
нальный вид и были положительно определенными. Глобаль-
ная асимптотическая устойчивость нулевого положения рав-
новесия (4) гарантирует стремление оценок положения и ско-
ростей аппарата к реальному их значению с течением време-
ни, другими словами, полученные оценки будут достаточно 
точны для дальнейшего их использования при построении 
закона управления.
Закон управления (3) построен на основе управления, пред-
ставленного в работе [6], с добавлением слагаемого 
F s( ) −( )· z· . В соответствии с принципом разделения [6] ма-
трицы K Kp d,  необходимо взять такими, чтобы управление
	 Ä g · ½ · · · d

* = ( ) − − ( ) −( )K J Kd
T

p 	 MTPlaceRef \* 
MERGEFORMAT (5)
при замыкании системы (1) стабилизировало ее в положении 
равновесия ½ 0 · · d= =, , при этом оно являлось глобально 

3  Strand J. P. Nonlinear position control system design for marine vessels: Ph.D dissertation. Norwegian University of Science and Technology, Trondheim, 1999. 184 p. 

асимптотически устойчивым. Тогда закон управления, исполь-
зующий оценки положений и скоростей, будет обладать теми 
же свойствами. Матрицы K Kp d,  при этом достаточно взять по-
ложительно определенными.
Замкнутая система (1)-(3) без учета слагаемого F s( ) −( )· z·  
удовлетворяет введенным требованиям 1-2. Требование 3 
важно при практическом применении системы динамическо-
го позиционирования. Экономичный режим работы регулято-
ров позволяет уменьшить нагрузку на них, минимизировать 
их изнашивание и продлить срок службы. Астатизм замкнутой 
системы позволяет исключить отклонение аппарата от задан-
ного положения при воздействии на него постоянного возму-
щения (подводного и ветрового течения). 
Задача синтеза оптимального закона управления сводится к 
определению поправки F s( ) −( )· z· . Во-первых, ее присут-
ствие в законе управление не должно изменять положение 
равновесие замкнутой системы (1)-(3) и в целом нарушать 
устойчивость системы. Во-вторых, она должна обеспечивать 
систему астатизмом и выполнять роль режекторного фильтра 
с желаемыми динамическими свойствами, другими словами, 
управление должно подавлять низкочастотные возмущения и 
иметь небольшую амплитуду в ответ на высокочастотное 
внешнее воздействие. Формально это слагаемое должно до-
ставлять минимум функционалу R F( ) , определяющему ин-
тенсивность управления
	 R F min

F c
( ) →

∈Ω
, 	 MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6)

где  c  ‒ множество передаточных функций, доставляющих 
глобальную асимптотическую устойчивость положения рав-
новесия замкнутой системы (1)-(3) и астатизм.

Определение дополнительного слагаемого в управлении
Для начала определим условия, при которых слагаемое 
F s( ) −( )· z·  в законе управления не ухудшает динамических 
свойств системы. Для этого введем постоянные матрицы 
± ² ³ ¼, , , , при этом матрица ±  ‒ гурвицева, и запишем переда-
точную матрицу в виде F s E sl( ) = − +−³ ± ² ¼( ) 1 , ей соответству-
ет система в пространстве состояний
	

p p µ
¾ p µ

·

·

= +

= +

± ²
³ ¼

,
,

	 MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7)

где p∈l  ‒ вектор состояний системы, µ z ·· ·= − ∈6  ‒ вход 
системы, �∈6  ‒ выход системы.
Формулировка следующей теоремы повторяет формулировку 
соответствующей теоремы для морского надводного судна, 
представленной в [5], но рассматриваемые системы имеют 
иную структуру из-за увеличения числа компонент, описыва-
ющих движение аппарата, и учета влияния гравитационных и 
восстанавливающих сил и моментов g ·( ) . Доказательства 
приведенной теоремы аналогично доказательству из [5] с уче-
том указанных замечаний.
Теорема 1: Если система (7) асимптотически устойчива, то 
положение равновесия ½ 0 · · d= =,  замкнутой системы (1)-(3) 
глобально асимптотически устойчиво.
Эта теорема ‒ в некотором роде продолжение принципа разде-
ления, представленного в работе [6]. Из нее следует, что на-

Для определения модели аппарата рассматриваются две 
системы координат: абсолютная и относительная. Движение 
в относительной системе координат описывается шестью 
компонентами скорости = [ ]Tu,v,w, p,q,rν  ‒ линейные 
скорости продольной, поперечной и вертикальной качки, 
угловая скорость крена, дифферента и рыскания 
соответственно. В абсолютной системе координат, связанной 
с Землей, используются три компоненты положения и три 
угла ориентации аппарат  , , , , , Tx y z   =η . Связь 
скоростей в обеих системах координат описывается 
выражением 

( ) ,J=η η   
где матрица поворота 
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Здесь для краткости записи c, s и t означают cos, sin и tg 
соответственно. 
Движение АНПА в мелководной зоне описывается следующей 
системой1:  

( ) ( )
( )

,

.

M D t

J

+ + = +

=

ν ν g η τ d

η η ν
 (1) 

где 6 6M   ‒ матрица инерции и добавленной массы 
(положительно определенная); 6 6D   ‒ матрица 
демпфирования (положительно определенная);  ( ) 6g η  ‒ 

вектор восстанавливающих сил и моментов; ( ) 6t d  ‒ 
вектор сил и моментов внешнего возмущения любой 
природы; 6τ  ‒ вектор управляющего воздействия.  
Как было сказано ранее, измерение компонент скорости 
аппарата обычно не доступно, поэтому любой закон 
управления должен быть построен на базе измерений 
положения и ориентации. От замкнутой системы управления 
требуется, чтобы: 
1. Существовало положение равновесия ,= = dν 0 η η , 
где ( ), , , , ,d d d d d dx y z   =dη  ‒ желаемое положение 
аппарата; 
2. Положение равновесия было глобально 
асимптотически устойчивым; 
3. Управление обеспечивало астатизм по отношению к 
низкочастотным компонентам возмущения, обусловленным 
течениями, и осуществляло экономичный режим работы 
приводов при воздействии на объект высокочастотного 
возмущения. 

Рассмотрим систему динамического позиционирования в 
виде 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2

,

,

TM D J K

J K

= − − + + −

= + −

ν ν η

η ν η

z z g η τ η η z

z η z η z
 (2) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,T
d pK J K F s= − − − + −ν η d ητ g η z η z η η z  (3) 

где s  ‒ переменная Лапласа, 6νz  и 6ηz  ‒ оценки 

векторов ν  и η  соответственно, 6 6
1 2, , ,d pK K K K   ‒ 

заданные постоянные матрицы.  
Наблюдатель вида (2) построен на основе наблюдателя, 
представленного в работе [24], в которой доказано, что для 
обеспечения глобальной асимптотической устойчивости 
нулевого положения равновесия системы ошибок 

( ) ( )
( )

1

2

,

,

TM D J K t

J K

= − − +

= −
ν ν η

η ν η

ε ε η ε d

ε η ε ε
 (4) 

полученной вычитанием (2) из (1), где 
,= − = −ν ν η ηε z ν ε z η , при ( ) 0t d  достаточно, чтобы 

матрицы 1 2,K K  имели диагональный вид и были 
положительно определенными. Глобальная асимптотическая 
устойчивость нулевого положения равновесия (4) 
гарантирует стремление оценок положения и скоростей 
аппарата к реальному их значению с течением времени, 
другими словами, полученные оценки будут достаточно 
точны для дальнейшего их использования при построении 
закона управления. 
Закон управления (3) построен на основе управления, 
представленного в работе [6], с добавлением слагаемого 
( )( )F s − ηη z . В соответствии с принципом разделения [6] 

матрицы ,p dK K  необходимо взять такими, чтобы 
управление 

( ) ( ) ( )* T
d pK J K= − − − dτ g η ν η η η  (5) 

при замыкании системы (1) стабилизировало ее в положении 
равновесия ,= = dν 0 η η , при этом оно являлось глобально 
асимптотически устойчивым. Тогда закон управления, 
использующий оценки положений и скоростей, будет 
обладать теми же свойствами. Матрицы ,p dK K  при этом 
достаточно взять положительно определенными. 
Замкнутая система (1)-(3) без учета слагаемого 
( )( )F s − ηη z  удовлетворяет введенным требованиям 1-2. 

Требование 3 важно при практическом применении системы 
динамического позиционирования. Экономичный режим 
работы регуляторов позволяет уменьшить нагрузку на них, 
минимизировать их изнашивание и продлить срок службы. 
Астатизм замкнутой системы позволяет исключить 
отклонение аппарата от заданного положения при 
воздействии на него постоянного возмущения (подводного и 
ветрового течения).  
Задача синтеза оптимального закона управления сводится к 
определению поправки ( )( )F s − ηη z . Во-первых, ее 
присутствие в законе управление не должно изменять 

Здесь для краткости записи c, s и t означают cos, sin и tg соот-
ветственно. 
Движение АНПА в мелководной зоне описывается следующей 
системой3:  
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где 6 6M   ‒ матрица инерции и добавленной массы (по-
ложительно определенная); 6 6D   ‒ матрица демпфиро-
вания (положительно определенная);  ( ) 6g η  ‒ вектор 

восстанавливающих сил и моментов; ( ) 6t d  ‒ вектор сил 

и моментов внешнего возмущения любой природы; 6τ  ‒ 
вектор управляющего воздействия.  
Как было сказано ранее, измерение компонент скорости ап-
парата обычно не доступно, поэтому любой закон управле-
ния должен быть построен на базе измерений положения и 
ориентации. От замкнутой системы управления требуется, 
чтобы: 
1. Существовало положение равновесия ,= = dν 0 η η , 
где ( ), , , , ,d d d d d dx y z   =dη  ‒ желаемое положение аппа-
рата; 
2. Положение равновесия было глобально асимптоти-
чески устойчивым; 
3. Управление обеспечивало астатизм по отношению к 
низкочастотным компонентам возмущения, обусловленным 
течениями, и осуществляло экономичный режим работы 
приводов при воздействии на объект высокочастотного воз-
мущения. 
Рассмотрим систему динамического позиционирования в 
виде 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ,T
d pK J K F s= − − − + −ν η d ητ g η z η z η η z  (3) 

где s  ‒ переменная Лапласа, 6νz  и 6ηz  ‒ оценки 

векторов ν  и η  соответственно, 6 6
1 2, , ,d pK K K K   ‒ 

заданные постоянные матрицы.  
Наблюдатель вида (2) построен на основе наблюдателя, 
представленного в работе [24], в которой доказано, что для 
обеспечения глобальной асимптотической устойчивости 
нулевого положения равновесия системы ошибок
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полученной вычитанием (2) из (1), где 

,= − = −ν ν η ηε z ν ε z η , при ( ) 0t d  достаточно, чтобы 

матрицы 1 2,K K  имели диагональный вид и были положи-
тельно определенными. Глобальная асимптотическая устой-
чивость нулевого положения равновесия (4) гарантирует 
стремление оценок положения и скоростей аппарата к ре-
альному их значению с течением времени, другими словами, 
полученные оценки будут достаточно точны для дальнейше-
го их использования при построении закона управления. 
Закон управления (3) построен на основе управления, пред-
ставленного в работе [6], с добавлением слагаемого 
( )( )F s − ηη z . В соответствии с принципом разделения [6] 

матрицы ,p dK K  необходимо взять такими, чтобы управле-
ние 

( ) ( ) ( )* T
d pK J K= − − − dτ g η ν η η η  (5) 

при замыкании системы (1) стабилизировало ее в положении 
равновесия ,= = dν 0 η η , при этом оно являлось глобально 
асимптотически устойчивым. Тогда закон управления, ис-
пользующий оценки положений и скоростей, будет обладать 
теми же свойствами. Матрицы ,p dK K  при этом достаточно 
взять положительно определенными. 
Замкнутая система (1)-(3) без учета слагаемого 
( )( )F s − ηη z  удовлетворяет введенным требованиям 1-2. 

Требование 3 важно при практическом применении системы 
динамического позиционирования. Экономичный режим 
работы регуляторов позволяет уменьшить нагрузку на них, 
минимизировать их изнашивание и продлить срок службы. 
Астатизм замкнутой системы позволяет исключить отклоне-
ние аппарата от заданного положения при воздействии на 
него постоянного возмущения (подводного и ветрового те-
чения).  
Задача синтеза оптимального закона управления сводится к 
определению поправки ( )( )F s − ηη z . Во-первых, ее присут-
ствие в законе управление не должно изменять положение 
равновесие замкнутой системы (1)-(3) и в целом нарушать 
устойчивость системы. Во-вторых, она должна обеспечивать 
систему астатизмом и выполнять роль режекторного филь-
тра с желаемыми динамическими свойствами, другими сло-
вами, управление должно подавлять низкочастотные возму-
щения и иметь небольшую амплитуду в ответ на высокоча-
стотное внешнее воздействие. Формально это слагаемое 
должно доставлять минимум функционалу ( )R F , опреде-
ляющему интенсивность управления 
( ) ,

cF
R F min


→  (6) 

где c  ‒ множество передаточных функций, доставляющих 
глобальную асимптотическую устойчивость положения рав-
новесия замкнутой системы (1)-(3) и астатизм. 
 

Здесь для краткости записи c, s и t означают cos, sin и tg соот-
ветственно. 
Движение АНПА в мелководной зоне описывается следующей 
системой3:  

( ) ( )
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,
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ν ν g η τ d
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где 6 6M   ‒ матрица инерции и добавленной массы (по-
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восстанавливающих сил и моментов; ( ) 6t d  ‒ вектор сил 

и моментов внешнего возмущения любой природы; 6τ  ‒ 
вектор управляющего воздействия.  
Как было сказано ранее, измерение компонент скорости ап-
парата обычно не доступно, поэтому любой закон управле-
ния должен быть построен на базе измерений положения и 
ориентации. От замкнутой системы управления требуется, 
чтобы: 
1. Существовало положение равновесия ,= = dν 0 η η , 
где ( ), , , , ,d d d d d dx y z   =dη  ‒ желаемое положение аппа-
рата; 
2. Положение равновесия было глобально асимптоти-
чески устойчивым; 
3. Управление обеспечивало астатизм по отношению к 
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векторов ν  и η  соответственно, 6 6
1 2, , ,d pK K K K   ‒ 

заданные постоянные матрицы.  
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полученной вычитанием (2) из (1), где 

,= − = −ν ν η ηε z ν ε z η , при ( ) 0t d  достаточно, чтобы 

матрицы 1 2,K K  имели диагональный вид и были положи-
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Закон управления (3) построен на основе управления, пред-
ставленного в работе [6], с добавлением слагаемого 
( )( )F s − ηη z . В соответствии с принципом разделения [6] 

матрицы ,p dK K  необходимо взять такими, чтобы управле-
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при замыкании системы (1) стабилизировало ее в положении 
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Замкнутая система (1)-(3) без учета слагаемого 
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работы регуляторов позволяет уменьшить нагрузку на них, 
минимизировать их изнашивание и продлить срок службы. 
Астатизм замкнутой системы позволяет исключить отклоне-
ние аппарата от заданного положения при воздействии на 
него постоянного возмущения (подводного и ветрового те-
чения).  
Задача синтеза оптимального закона управления сводится к 
определению поправки ( )( )F s − ηη z . Во-первых, ее присут-
ствие в законе управление не должно изменять положение 
равновесие замкнутой системы (1)-(3) и в целом нарушать 
устойчивость системы. Во-вторых, она должна обеспечивать 
систему астатизмом и выполнять роль режекторного филь-
тра с желаемыми динамическими свойствами, другими сло-
вами, управление должно подавлять низкочастотные возму-
щения и иметь небольшую амплитуду в ответ на высокоча-
стотное внешнее воздействие. Формально это слагаемое 
должно доставлять минимум функционалу ( )R F , опреде-
ляющему интенсивность управления 
( ) ,

cF
R F min


→  (6) 

где c  ‒ множество передаточных функций, доставляющих 
глобальную асимптотическую устойчивость положения рав-
новесия замкнутой системы (1)-(3) и астатизм. 
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блюдатель, матрицы K Kp d,  и передаточную функцию F s( )  в 
регуляторе можно настраивать отдельно друг от друга. Имею-
щаяся свобода в построении передаточной матрицы позволя-
ет обеспечить систему желаемыми динамическими свойства-
ми как относительно высокочастотных компонент внешнего 
возмущения, так и низкочастотных. В частности, для обеспе-
чения астатизма замкнутой системы, то есть, для обеспечения 
стремления невязки e · ·· d= −  к нулю при t → +∞  при воздей-
ствии на систему постоянного возмущения d dt( ) ≡ 0  использу-
ется следующая теорема. Ее формулировка совпадает с форму-
лировкой аналогичной теоремы для морского судна из [5], но 
рассматриваемые объекты соответствуют модели подводного 
аппарата. Доказательства следующей теоремы можно полу-
чить, развивая рассуждения из [5].
Теорема 2: Если выполняется следующее условие
	 det

− − ( )
( ) −









 ≠

D J K
J K

T ·
·

d

d

1

2

0 	 MTPlaceRef \* 

MERGEFORMAT (8)
и если передаточная матрица F s( )  удовлетворяет равенству

F K0( ) = ∆ ,

где 
K D K J K J K Kd

T T
p∆ = − +( ) ( ) − ( ) +( )· ·d d2 1

,

тогда система (1)-(3) является астатической относительно 
вектора невязки e · ·· d= −  для любого d0

6∈ .
Следует отметить, что самый простой способ выполнения ус-
ловий теоремы ‒ это применение регулятора без динамики, то 
есть использование F s K( ) ≡ ∆ .

Обеспечение экономичного режима работы регулятора. 
Случай одной доминирующей частоты волнового спектра
Основная задача конструирования регулятора (3) ‒ это обе-
спечение экономичного режима работы, иначе говоря, резуль-
татом применения данного регулятора должна быть малая 
реакция приводов на достаточно высокие частоты волнового 
спектра. При этом он должен гарантировать асимптотическую 
устойчивость положения равновесия ½ 0 · · d= =,  замкнутой 
системы (1)-(3) и доставлять свойство астатизма, что эквива-
лентно выполнению условий теорем 1 и 2. С математической 
точки зрения имеем задачу оптимизации (6).
Для начала рассмотрим решение задачи, предполагая, что воз-
действие волн на объект определено единственной домини-
рующей частотой ω0 . В этом случае высокочастотная часть 
внешних возмущений может быть представлена как вектор 
d adt sin t( ) = ( )ω0 , где ad ∈6  ‒ вектор амплитуд. Определим 
функционал интенсивности управления как 
R F F( ) = ( ) a ·Ä d, ,ω0 , где  a ·Ä dF , ,ω0

6( )∈  ‒ вектор интенсив-
ности управляющего воздействия для замкнутой системы 
(1)—(3) относительно заданного внешнего возмущения.
Для дальнейшего рассмотрения оптимизационной задачи сде-
лаем некоторые предварительные преобразования. Введем 
обозначение e · · e · · e ·d d= − ⇒ = = +  , . Это позволит перепи-
сать систему (1), используя вектор состояний ( )½ eT T T, , в следу-
ющем виде:
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Используя обозначение для ошибки позиционирования, вве-
дем вспомогательную переменную ze , определяемую форму-

лой
z z · z z z z ·e · d e · · e d= − ⇒ = = +  , .

Очевидно, имеют место следующие равенства:
µ · z e · z · e z· · d e d e= − = + − − = − ,

которые дают возможность переписать систему для наблюда-
теля (2) в виде
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Систему (10) можно принять как асимптотический наблюда-
тель для уравнений динамики (9). В сущности, векторы оши-
бок µ ½ z µ e z½ ½ e e= − = −, в соответствии с (9), (10) удовлетворя-
ют системе
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MERGEFORMAT (11)
которая, аналогично системе (4), имеет асимптотически 
устойчивое нулевое положение равновесия при d t( ) ≡ 0 , из 
чего следует, что z ½ z e½ e→ →,  при t →∞ .
Следует отметить, что равенства (10), (11) и (3) полностью 
определяют управляющее воздействие для системы динами-
ческого позиционирования в каждый момент времени. Запи-
шем эти уравнения в следующей форме:
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Перепишем последние три уравнения системы (12) в матрич-
ном виде
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Следующая теорема решает задачу оптимизации (6) для за-
данной доминирующей частоты волн ω0 .

Теорема 3: Если блок P s2 , · d( )  размерности 6 6×  матрицы    

	
P s C E s A B D P s P sz z z z, ( ) ( , | , )· · · · · ·d d d d d d( ) = ( ) − ( ) ( ) + = ( ) ( )−

12

1

1 2 ,, 	

удовлетворяет условию 
detP j2 0 0ω , · d( ) ≠ ,

Определение дополнительного  
слагаемого в управлении 
 
Для начала определим условия, при которых слагаемое 
( )( )F s − ηη z  в законе управления не ухудшает динамиче-

ских свойств системы. Для этого введем постоянные матри-
цы , , ,α β γ μ , при этом матрица α  ‒ гурвицева, и запишем 
передаточную матрицу в виде ( ) 1( )lF s E s −= − +γ α β μ , ей 
соответствует система в пространстве состояний 

,
,

= +

= +
η

η

p p ε
ξ p ε

α β
γ μ

 (7) 

где lp  ‒ вектор состояний системы, 6= − η ηε z η  ‒ 

вход системы, 6ξ  ‒ выход системы. 
Формулировка следующей теоремы повторяет формулиров-
ку соответствующей теоремы для морского надводного суд-
на, представленной в [5], но рассматриваемые системы име-
ют иную структуру из-за увеличения числа компонент, опи-
сывающих движение аппарата, и учета влияния гравитаци-
онных и восстанавливающих сил и моментов ( )g η . Доказа-
тельства приведенной теоремы аналогично доказательству 
из [5] с учетом указанных замечаний. 
Теорема 1: Если система (7) асимптотически устойчива, то 
положение равновесия ,= = dν 0 η η  замкнутой системы (1)-
(3) глобально асимптотически устойчиво. 
Эта теорема ‒ в некотором роде продолжение принципа раз-
деления, представленного в работе [6]. Из нее следует, что 
наблюдатель, матрицы ,p dK K  и передаточную функцию 

( )F s  в регуляторе можно настраивать отдельно друг от 
друга. Имеющаяся свобода в построении передаточной мат-
рицы позволяет обеспечить систему желаемыми динамиче-
скими свойствами как относительно высокочастотных ком-
понент внешнего возмущения, так и низкочастотных. В част-
ности, для обеспечения астатизма замкнутой системы, то 
есть, для обеспечения стремления невязки = −η de η η  к 
нулю при t →+  при воздействии на систему постоянного 
возмущения ( ) 0t d d  используется следующая теорема. Ее 
формулировка совпадает с формулировкой аналогичной тео-
ремы для морского судна из [5], но рассматриваемые объек-
ты соответствуют модели подводного аппарата. Доказатель-
ства следующей теоремы можно получить, развивая рассуж-
дения из [5]. 
Теорема 2: Если выполняется следующее условие 
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и если передаточная матрица ( )F s  удовлетворяет равен-
ству 
( )0F K= , 

где  

( ) ( ) ( )( )2 1
T T

d pK D K J K J K K = − + − +d dη η , 

тогда система (1)-(3) является астатической относительно 
вектора невязки = −η de η η  для любого 6

0 d . 
Следует отметить, что самый простой способ выполнения 
условий теоремы ‒ это применение регулятора без динами-
ки, то есть использование ( )F s K . 
 
Обеспечение экономичного режима ра-
боты регулятора. Случай одной домини-
рующей частоты волнового спектра 
Основная задача конструирования регулятора (3) ‒ это обес-
печение экономичного режима работы, иначе говоря, резуль-
татом применения данного регулятора должна быть малая 
реакция приводов на достаточно высокие частоты волнового 
спектра. При этом он должен гарантировать асимптотиче-
скую устойчивость положения равновесия ,= = dν 0 η η  
замкнутой системы (1)-(3) и доставлять свойство астатизма, 
что эквивалентно выполнению условий теорем 1 и 2. С мате-
матической точки зрения имеем задачу оптимизации (6). 
Для начала рассмотрим решение задачи, предполагая, что 
воздействие волн на объект определено единственной доми-
нирующей частотой 0 . В этом случае высокочастотная 
часть внешних возмущений может быть представлена как 
вектор ( ) ( )0t sin t= dd a , где 6da  ‒ вектор амплитуд. 
Определим функционал интенсивности управления как 
( ) ( )0, ,R F F = τ da η , где  ( ) 6

0, ,F  τ da η  ‒ вектор 
интенсивности управляющего воздействия для замкнутой 
системы (1)—(3) относительно заданного внешнего возму-
щения. 
Для дальнейшего рассмотрения оптимизационной задачи 
сделаем некоторые предварительные преобразования. Вве-
дем обозначение ,= −  = = +d de η η e η η e η . Это позво-
лит переписать систему (1), используя вектор состояний 
( )T T Tν e, , в следующем виде: 

( ) ( )
( )

,

.

M D t

J

= − − + +

= + d

ν ν g η τ d

e e η ν

 
 (9) 

Используя обозначение для ошибки позиционирования, вве-
дем вспомогательную переменную ez , определяемую фор-
мулой 

,= −  = = +e η d e η η e dz z η z z z z η . 
Очевидно, имеют место следующие равенства: 

= − = + − − = −η η d e d eε η z e η z η e z , 
которые дают возможность переписать систему для наблю-
дателя (2) в виде 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2

,

.

TM D J K

J K

= − − + + + −

= + + −
ν ν d e

e d ν e

z z g η τ e η e z

z e η z e z
 (10) 

Систему (10) можно принять как асимптотический наблюда-
тель для уравнений динамики (9). В сущности, векторы оши-
бок ,= − = −ν ν e eε ν z ε e z в соответствии с (9), (10) удовле-
творяют системе 

( ) ( )
( )

1

2

,

,

TM D J K t

J K

= − − + +

= + −
ν ν d e

e d ν e

ε ε e η ε d

ε e η ε ε
 (11) 

которая, аналогично системе (4), имеет асимптотически 
устойчивое нулевое положение равновесия при ( ) 0t d , из 
чего следует, что ,→ →ν ez ν z e  при t → . 
Следует отметить, что равенства (10), (11) и (3) полностью 
определяют управляющее воздействие для системы динами-
ческого позиционирования в каждый момент времени. За-
пишем эти уравнения в следующей форме: 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )

1

2

1

2

,

,

,

,

,

.

T

T T
d p

T
d p

M D J K t

J K

F s

M D K J K J K

J K

K J K

= − − + +

= −

=

= − + − + +

= +

= − − +

ν ν d e

e ν e

e

ν ν e e

e ν e

ν e

ε ε e η ε d

ε η ε ε

ξ ε

z z η z η ε ξ

z η z ε

τ g η z η z ξ

 (12) 

Перепишем последние три уравнения системы (12) в мат-
ричном виде 

( ) ( )

( ) ( )

,

,

z z

z z

A B

C D

     
= +         

   
= + +     

ν ν e

e e

ν e

e

z z ε
η η

z z

z ε
τ η g η

z

 (13) 

где 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1
1

2

,

,

( | ), ( | ).

T
d p

z

T

z

T
z d p z

M D K M J K
A

J

M J K M
B

K

C K J K D E

− −

− −

 − + −
=   
 
 

=  
 

= − − =

η
η

η

η
η

η η

 

Следующая теорема решает задачу оптимизации (6) для за-
данной доминирующей частоты волн 0 . 
Теорема 3: Если блок ( )2 ,P s dη  размерности 6 6  матрицы     

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
12

1 2

, ( )

( , | , ),
z z z zP s C E s A B D

P s P s

−= − + =

=
d d d d

d d

η η η η

η η
 (14) 

удовлетворяет условию  
( )2 0det , 0P j dη , 

тогда существует передаточная матрица *
cF F=   

регулятора такая, что ( ) ( )0, ,F  =τ d da η g η . 
Доказательство: Систему (13), используя передаточную 
матрицу (14), можно представить как 

( ) ( ),P s  
= +  

e
d d

ε
η g ητ . 

Принимая во внимание (16) и равенство ( )F s= eξ ε , пере-
пишем формулу для τ , представленную выше 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, ,P s P s F s= + +d d e dτ η η ε g η . 
Из вида данной формулы можно сделать вывод, что для лю-
бого асимптотически устойчивого регулятора с передаточ-
ной матрицей ( )F s , удовлетворяющей условию 

( ) ( ) ( )* 1
0 2 0 1 0, , , ,F F P j P j  −= = −d d dη η η  (15) 

для вектора интенсивности управляющего воздействия вер-
но равенство ( ) ( )0, ,F  =τ d da η g η . С точки зрения дина-
мики АНПА такое управление является оптимальным, так как 
оно противодействует единственной внешней силе, дей-
ствующей на объект, что гарантирует сохранение объекта в 
состоянии покоя при достижении желаемого положения. Для 
сохранения АНПА в состоянии покоя невозможно использо-
вать управление, меньшее по норме, так как в таком случае 
действие гравитационных сил на аппарат будет сильнее дей-
ствия управления и объект будет всплывать/тонуть в зави-
симости от его характеристик. 
Далее докажем существование такой матрицы *

cF F=  . 
В первую очередь необходимо вспомнить, что кроме удовле-
творения условию (15)  матрица ( ) ( ) 1,6{ }i iF s F s

=
= , где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4 5 6, , , , ,i i i i i i iF s f s f s f s f s f s f s=  ‒ i -ая 

строка передаточной матрицы ( )F s , должна обеспечивать 
устойчивость и астатизм системы. То есть необходимо найти 
такую матрицу динамического фильтра  

( ) ( ) ,F s F s= =e ηξ ε ε  (16) 
чтобы, в соответствии с теоремой 2, выполнялись следующие 
условия: 
( ) ( )

( )
01,6

* *
0 1,6

0 { } ,

, { }
i i

i i

F K K F j

F F




  =

=

= = =

= =dη
 (17) 

где iK  и ( )* *
0 ,i iF F = dη  ‒ i -ые строки матриц K  и 

( )*
0 ,F  dη  соответственно. Более того, общий знаменатель 

( ) ( ), 1,6ikf s i k =  должен быть гурвицевым для удовлетво-
рения условий теоремы 1. 
В соответствии с введенными обозначениями (17) i -ую ком-
поненту выхода фильтра (16) i  можно представить в виде 
системы в tf-форме 

( ) , 1,6i iF s i = =ηε , 
которой соответствует система в ss-форме 

,
.

i i i i

i i i i

= +

= +
η

η

p p ε
p ε

α β
ξ γ μ

  (18) 

Далее покажем, что равенства (17) могут быть удовлетворе-
ны передаточной матрицей со строками 

( ) 1
2( ) , ,1,6i i i i iF s E s i−= − + =γ α β μ  (19) 

которые соответствуют системе (18), где 2
i p . Для этого 

выберем любые гурвицевы матрицы iα  размерности 

( )2 2 1,6i = . Введя обозначения 
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тогда существует передаточная матрица F F c= ∈* Ω  регуля-

тора такая, что a · g ·Ä d dF , ,ω0( ) = ( ) .

Доказательство: Систему (13), используя передаточную ма-
трицу (14), можно представить как
Ä= ( )







 + ( )P s, ·

µ
g ·d

e
dξ

.

Принимая во внимание (16) и равенство ¾ µe= ( )F s , перепи-

шем формулу для Ä, представленную выше

Ä · · µ g ·d d e d= ( ) + ( ) ( )( ) + ( )P s P s F s1 2, , .

Из вида данной формулы можно сделать вывод, что для любо-
го асимптотически устойчивого регулятора с передаточной 
матрицей F s( ) , удовлетворяющей условию
	 F F P j P j= ( ) = − ( ) ( )−* , , , ,ω ω ω0 2

1

0 1 0· · ·d d d 	

MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (15)
для вектора интенсивности управляющего воздействия верно 
равенство a · g ·Ä d dF , ,ω0( ) = ( ) . С точки зрения динамики АНПА 
такое управление является оптимальным, так как оно проти-
водействует единственной внешней силе, действующей на 
объект, что гарантирует сохранение объекта в состоянии по-
коя при достижении желаемого положения. Для сохранения 
АНПА в состоянии покоя невозможно использовать управле-
ние, меньшее по норме, так как в таком случае действие грави-
тационных сил на аппарат будет сильнее действия управле-
ния и объект будет всплывать/тонуть в зависимости от его 
характеристик.
Далее докажем существование такой матрицы F F c= ∈* Ω . В 
первую очередь необходимо вспомнить, что кроме удовлетво-
рения условию (15)  матрица F s F si i( ) = ( ) =

{ }
,1 6

, где 
F s f s f s f s f s f s f si i i i i i i( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4 5 6, , , , ,  ‒ i -ая строка пе-
редаточной матрицы F s( ) , должна обеспечивать устойчи-
вость и астатизм системы. То есть необходимо найти такую 
матрицу динамического фильтра 
	 ¾ µ µe ·= ( ) = ( )F s F s , 	 MTPlaceRef \* 

MERGEFORMAT (16)
чтобы, в соответствии с теоремой 2, выполнялись следующие 
условия:
	 F K K F j F Fi i i i0

1 6 0 0 1 6
( ) = = ( ) = ( ) == =∆ ∆{ } , , { }

,

* *

,
ω ω · d 	

MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (17)
где K i∅  и F Fi i

* * ,= ( )ω0 · d  ‒ i -ые строки матриц K∅  и F * ,ω0 · d( )  
соответственно. Более того, общий знаменатель f s i kik ( ) =( ), ,1 6  
должен быть гурвицевым для удовлетворения условий теоре-
мы 1.
В соответствии с введенными обозначениями (17) i -ую ком-
поненту выхода фильтра (16) ξi  можно представить в виде си-
стемы в tf-форме
ξi iF s i= ( ) =µ· , ,1 6 ,

которой соответствует система в ss-форме
	

p p µ
p µ

·

·

i i i i

i i i i

= +

= +

± ²
¾ ³ ¼

,

.
	  MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (18)

Далее покажем, что равенства (17) могут быть удовлетворены 
передаточной матрицей со строками
	
F s E s ii i i i i( ) = − + =−³ ± ² ¼( ) , , ,2

1 1 6 	

MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (19)
которые соответствуют системе (18), где pi ∈2 . Для этого вы-
берем любые гурвицевы матрицы ±i  размерности 2 2 1 6× =( )i ,

. Введя обозначения
R F I F ii i i i· · · ·d d d d( ) = ( ) ( ) = ( ) =Re Im* *, , , , ,ω ω0 0 1 6 ,

перепишем условия (17)
F K F j R I j ii i i i i0 1 60( ) = ( ) = ( ) + ( ) =∆ , , ,ω · ·d d ,

при этом, учитывая (19), окончательно получаем
	

− + = =

− + = ( ) + ( )

−

−

³ ± ² ¼
³ ± ¼

i i i i i

i i i i i

K i
E j R I j

1

2 0

1

1 6∆ , , ,

( ) .ω · ·d d

	

Обратим внимание, что матрицы E j i2 0ω −±  являются невы-

рожденными (так как ±i  ‒ гурвицевы), и определим

	 ± ±
± ±
Ri i

Ii i

E j
E j

·
·
d

d

( ) = −

( ) = −

−

−

Re

Im

( ) ,

( ) .

2 0

1

2 0

1

ω
ω

	 MTPlaceRef \* 

MERGEFORMAT (21)
После постановки (21) в (20), выражения �i  из первого набора 
уравнений (20) и его подстановки во второй, выделения дей-
ствительной и мнимой частей получим
	

³ ± ± ²

³ ± ²

i Ri i i i i

i Ii i i

R K

I i

+( ) = ( ) −
= ( ) =

−1

1 6

·

·

d

d

∆ ,

, , .
	

Выберем в качестве �i  любые векторы-строки размерности 
1 2× , например,  �i = ( )0 1, . Отношения (22) для каждого i  пред-
ставляют системы из двенадцати уравнений с двенадцатью 
неизвестными (компонентами матриц �i  размерности 2 6× ). 
Единственными решениями таких систем при условии, что ма-
трицы систем не является вырожденными (этого всегда мож-
но добиться, так как матрицы ±i  выбираются любыми гурви-
цевыми), являются
	 ² ²

³ ± ±

³ ±
i i

i Ri i

i Ii

i i

i

R K
I

= ( ) =
+( )









( ) −
( )






−
−

* ·
·
·d

d

d

1
1

∆


 =, ,i 1 6 	

MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (23)
Окончательно, из первого равенства системы (20) можно най-
ти �i :

	 ¼ ¼ ³ ± ²i i i i i iK i= ( ) = + ( ) =−* * , , .· ·d d∆
1 1 6 	

Таким образом, определены все матрицы для (18) при i =1 6, , 
что позволяет записать оптимальный динамический фильтр 
(16), соответствующий доминирующей частоте ω0 , в ss-форме:
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( )

1
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,

,

TM D J K t

J K

= − − + +

= + −
ν ν d e

e d ν e

ε ε e η ε d

ε e η ε ε
 (11) 

которая, аналогично системе (4), имеет асимптотически 
устойчивое нулевое положение равновесия при ( ) 0t d , из 
чего следует, что ,→ →ν ez ν z e  при t → . 
Следует отметить, что равенства (10), (11) и (3) полностью 
определяют управляющее воздействие для системы динами-
ческого позиционирования в каждый момент времени. За-
пишем эти уравнения в следующей форме: 
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( ) ( )
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e
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e ν e

ν e

ε ε e η ε d

ε η ε ε

ξ ε

z z η z η ε ξ

z η z ε

τ g η z η z ξ

 (12) 

Перепишем последние три уравнения системы (12) в мат-
ричном виде 

( ) ( )

( ) ( )

,

,

z z

z z

A B

C D

     
= +         

   
= + +     

ν ν e

e e

ν e

e

z z ε
η η

z z

z ε
τ η g η

z

 (13) 

где 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1
1

2

,

,

( | ), ( | ).

T
d p

z

T

z

T
z d p z

M D K M J K
A

J

M J K M
B

K

C K J K D E

− −

− −

 − + −
=   
 
 

=  
 

= − − =

η
η

η

η
η

η η

 

Следующая теорема решает задачу оптимизации (6) для за-
данной доминирующей частоты волн 0 . 
Теорема 3: Если блок ( )2 ,P s dη  размерности 6 6  матрицы     

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
12

1 2

, ( )

( , | , ),
z z z zP s C E s A B D

P s P s

−= − + =

=
d d d d

d d

η η η η

η η
 (14) 

удовлетворяет условию  
( )2 0det , 0P j dη , 

тогда существует передаточная матрица *
cF F=   

регулятора такая, что ( ) ( )0, ,F  =τ d da η g η . 
Доказательство: Систему (13), используя передаточную 
матрицу (14), можно представить как 

( ) ( ),P s  
= +  

e
d d

ε
η g ητ . 

Принимая во внимание (16) и равенство ( )F s= eξ ε , пере-
пишем формулу для τ , представленную выше 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, ,P s P s F s= + +d d e dτ η η ε g η . 
Из вида данной формулы можно сделать вывод, что для лю-
бого асимптотически устойчивого регулятора с передаточ-
ной матрицей ( )F s , удовлетворяющей условию 

( ) ( ) ( )* 1
0 2 0 1 0, , , ,F F P j P j  −= = −d d dη η η  (15) 

для вектора интенсивности управляющего воздействия вер-
но равенство ( ) ( )0, ,F  =τ d da η g η . С точки зрения дина-
мики АНПА такое управление является оптимальным, так как 
оно противодействует единственной внешней силе, дей-
ствующей на объект, что гарантирует сохранение объекта в 
состоянии покоя при достижении желаемого положения. Для 
сохранения АНПА в состоянии покоя невозможно использо-
вать управление, меньшее по норме, так как в таком случае 
действие гравитационных сил на аппарат будет сильнее дей-
ствия управления и объект будет всплывать/тонуть в зави-
симости от его характеристик. 
Далее докажем существование такой матрицы *

cF F=  . 
В первую очередь необходимо вспомнить, что кроме удовле-
творения условию (15)  матрица ( ) ( ) 1,6{ }i iF s F s

=
= , где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4 5 6, , , , ,i i i i i i iF s f s f s f s f s f s f s=  ‒ i -ая 

строка передаточной матрицы ( )F s , должна обеспечивать 
устойчивость и астатизм системы. То есть необходимо найти 
такую матрицу динамического фильтра  

( ) ( ) ,F s F s= =e ηξ ε ε  (16) 
чтобы, в соответствии с теоремой 2, выполнялись следующие 
условия: 
( ) ( )

( )
01,6

* *
0 1,6

0 { } ,

, { }
i i

i i

F K K F j

F F




  =

=

= = =

= =dη
 (17) 

где iK  и ( )* *
0 ,i iF F = dη  ‒ i -ые строки матриц K  и 

( )*
0 ,F  dη  соответственно. Более того, общий знаменатель 

( ) ( ), 1,6ikf s i k =  должен быть гурвицевым для удовлетво-
рения условий теоремы 1. 
В соответствии с введенными обозначениями (17) i -ую ком-
поненту выхода фильтра (16) i  можно представить в виде 
системы в tf-форме 

( ) , 1,6i iF s i = =ηε , 
которой соответствует система в ss-форме 

,
.

i i i i

i i i i

= +

= +
η

η

p p ε
p ε

α β
ξ γ μ

  (18) 

Далее покажем, что равенства (17) могут быть удовлетворе-
ны передаточной матрицей со строками 

( ) 1
2( ) , ,1,6i i i i iF s E s i−= − + =γ α β μ  (19) 

которые соответствуют системе (18), где 2
i p . Для этого 

выберем любые гурвицевы матрицы iα  размерности 

( )2 2 1,6i = . Введя обозначения 
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( ) ( ) ( ) ( )* *
0 0Re , , Im , , 1,6i i i iR F I F i = = =d d d dη η η η , 

перепишем условия (17) 
( ) ( ) ( ) ( )00 , , 1,6i i i i iF K F j R I j i= = + =d dη η , 

при этом, учитывая (19), окончательно получаем 

( ) ( )

1

1
2 0

, 1,6,
( ) .
i i i i i

i i i i i

K i
E j R I j

−


−

− + = =

− + = +d dη η
γ α β μ

γ α μ
 (20) 

Обратим внимание, что матрицы 2 0 iE j −α  являются не-
вырожденными (так как iα  ‒ гурвицевы), и определим 

( )
( )

1
2 0

1
2 0

Re( ) ,
Im( ) .

Ri i

Ii i

E j
E j




−

−

= −
= −

d

d

η
η

α α
α α

 (21) 

После постановки (21) в (20), выражения iμ  из первого 
набора уравнений (20) и его подстановки во второй, выделе-
ния действительной и мнимой частей получим 
( ) ( )

( )

1 ,

, 1,6.

i Ri i i i i

i Ii i i

R K

I i

−
+ = −

= =

d

d

η

η

γ α α β

γ α β
 (22) 

Выберем в качестве iγ  любые векторы-строки размерности 
1 2 , например,  ( )0,1i =γ . Отношения (22) для каждого i  
представляют системы из двенадцати уравнений с двенадца-
тью неизвестными (компонентами матриц iβ  размерности 
2 6 ). Единственными решениями таких систем при усло-
вии, что матрицы систем не является вырожденными (этого 
всегда можно добиться, так как матрицы iα  выбираются 
любыми гурвицевыми), являются 

( ) ( ) ( )
( )

11
* , 1,6i Ri i i i

i i
ii Ii

R K
i

I

−
−


 +  − 

= = =       

d
d

d

η
η

η
γ α α

β β
γ α

 (23) 

Окончательно, из первого равенства системы (20) можно 
найти iμ : 

( ) ( )* 1 * , ., 1 6i i i i i iK i−
= = + =d dη ημ μ γ α β  (24) 

Таким образом, определены все матрицы для (18) при 
1,6i = , что позволяет записать оптимальный динамический 

фильтр (16), соответствующий доминирующей частоте 0 , в 
ss-форме: 

*
11 11
*
22 22
*

3 3 33
*

44 4 4
*

55 5 5
*66 6
6

( )
( )
( )
( )
( )
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  (25) 

Передаточная матрица ( )F s , соответствующая данной си-
стеме, будет удовлетворять условиями (17) и, следовательно, 
будет решением задачи оптимизации (6) при условии нали-
чия внешнего возмущения  с доминирующей частотой 0 .  
 
Обеспечение экономичного режима ра-
боты регулятора. Случай конечного чис-
ла доминирующих частот волнового 
спектра 
В реальных условиях внешнее возмущение определяется 
единственной доминирующей частотой в редких случаях, 
поэтому для приближения условий к действительным рас-
смотрим случай, когда волновой спектр определяется конеч-
ным числом доминирующих частот , 1,k k N = . При данном 
предположении высокочастотная часть внешних возмуще-
ний может быть представлена как вектор ( ) ( )t A sin t= dd ω , 

где 6 NA d
6 N  ‒ матрица амплитуд, 1 2( , , , )T

N  = ω  ‒ 
вектор частот. Определим функционал интенсивности 
управления как ( ) ( ), , ,R F F= τ da ω η( ), , ,), , ,)R F F(R F F(R F F=R F Fτ d(τ d( , , ,τ d, , ,R F Fτ dR F F(R F F(τ d(R F F(aR F FaR F F ω ητ dω ητ d, , ,τ d, , ,ω η, , ,τ d, , ,  где  

( ) 6, ,F τ da ω η 6  ‒ вектор интенсивности управляющего 
воздействия для замкнутой системы (1)-(3) относительно 
заданного внешнего возмущения. 
Далее представлена теорема аналогичная теореме 3, но с 
учетом представленных выше условий на внешнее возмуще-
ние. 
Теорема 4: Если выполнено условие теоремы 3 и если матри-
цы размерности 2 2N N  
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являются невырожденными, тогда существует передаточ-
ная матрица *

cF F=   регулятора такая, что 

( ) ( ), ,F =τ d da η g η , при этом iα  ‒ любые гурвицевы мат-

рицы размерности ( )2 2 1,6N N i = , iγ  ‒ любые векторы-

строки размерности 1 2N , например,  

( )0,0, ,1 , 1,6i i=  =γ . 
Доказательство: В отличие от теоремы 3 фильтр (18) дол-
жен быть сконструирован не только для единственной ча-
стоты 0 , а для набора частот   , 1,k k N = . Чтобы добиться 
такого результата, предположим, что векторы состояний 

систем (18) имеют размерность 2N = , то есть i
p , 

1,6i = , и при этом 

( ) 1( ) , 1,6i i i iF s E s i
−= − + =iγ α β μ . 

Соответственно, условия корректировки i -ой компоненты 
фильтра (16)  i  относительно k -ой частоты k  примут 
следующий вид: 

( ) ( )

1

1
2

, 1,6, 1, ,
( ) ,
i i i i i

i k i i ik ik

K i k N
E j R I j

−


−

− + = = =

− + = +d dη η
γ α β μ

γ α μ
 (27) 

где 
( ) ( ) ( ) ( )* *Re , , Im , ., 1,6ik i k ik i kR F I F i = = =d d d dη η η η  

Учитывая, что матрицы 2N k iE j −α  являются невырожден-
ными, и подставляя введенные обозначения (26) в (27), вы-
ражая iμ  из первого набора уравнений (27) и подставляя во 
второй, выделяя действительную и мнимую части, получаем 
( ) ( )

( )

1 ,

, 1,6, 1, .

R
i ik i i ik i

I
i ik i ik

R K

I i k N

−
+ = −

= = =

d

d

η

η

γ α α β

γ α β
 (28) 

Выберем любые гурвицевы матрицы iα  размерности 
2 2N N  и любые векторы-строки iγ  размерности 1 2N , 

например, ( )0,0, ,1 , 1,6i i=  =γ . Отношения (28) при каж-
дом i  представляют собой систему из 2 6N   уравнений с 
2 6N   неизвестными, которыми являются компоненты 
матриц iβ : i i iA B=β , 
где iA  ‒ матрицы из формулировки теоремы, iB  имеет сле-
дующий вид: 
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Эта система имеет единственное решение 
( )* 1 .i i i iA B−= =dηβ β  (29) 

Используя этот результат, можно найти iμ  из системы (27): 

( ) ( )* 1 * , ., 1 6i i i i i iK i−
= = + =d dη ημ μ γ α β  (30) 

Таким образом, для заданных доминирующих частот волно-
вого спектра оптимальный регулятор (25) может быть по-
строен, используя формулы (29), (30).  
 
Моделирование в среде Simulink 
Для иллюстрации эффективности данного подхода проведем 
моделирование в среде Simulink на примере АНПА Kambara, 
исследованного в работе4.  
 

При теоретическом анализе данного подхода рассматрива-
лось упрощенное уравнение динамики аппарата (1), но для 
приближения условий к реальным при моделировании рас-
смотрим общее уравнение 

( ) ( ) ( ) ( ).M C D t+ + + = +ν ν ν ν ν g η τ d   

Вид матриц ( ) ( ), ,M C Dν ν  вектора ( )g η  представлен в.  
Рассматриваемый аппарат является неполноприводным, у 
аппарата нет подруливающего устройства, которое создает 
тягу в направлении оси y , поэтому нельзя гарантировать 
достижение желаемого положения по этой оси.  
Для моделирования волн используются суммы передаточных 
функций вида [13]:  

( ) 2 2 , 1,3
2i

i i

sh s i
s s


 

= =
+ +

. 

В качестве доминирующих частот волнового спектра взяты 
1 2 30,6283 рад/с, 0,7628 рад/с, 0,2762 рад/с  = = = . 

Параметр, отвечающий за интенсивность волн, 1 = , пара-
метры режекторного фильтра 20, 2, 1,3ni ci i = = = , ко-
эффициент демпфирования 0,5 = . При моделировании 
используется гауссовый белый шум. 
Матрицы 1 2,K K  для наблюдателя (2) взяты следующим 
образом [24]: 

1 6 6 2

30,0063 0 0 0 0 0
0 35,3594 0 0 0 0
0 0 15,9928 0 0 0

,
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

K E K

 
 
 
 

= =  
 
 
  
 

. 

Матрицы управляющего воздействия (3) выбраны в следую-
щем виде: 

6 6 6 616 , 32d pK E K E = = . 

В качестве матриц , 1,6i i =α  взяты матрицы 6 6  в форме 
Фробениуса с собственными числами 

1 [ 0,228; 0,216; 0,235; 0,213; 0,207; 0,205];
2 [ 0,190; 0,183; 0,186; 0,184; 0,197; 0,185];
3 [ 0,242; 0,248; 0,244; 0,238; 0,242; 0,286];
4 [ 0,253; 0,250; 0,248; 0,245; 0,243; 0,240];
5 [ 0,

i
i
i
i
i

=  − − − − − −
=  − − − − − −
=  − − − − − −
=  − − − − − −
=  − 208; 0,205; 0,202; 0,198; 0,195; 0,192];

6 [ 0,307; 0,391; 0,294; 0,288; 0,285; 0,282].i
− − − − −

=  − − − − − −
 

Векторы , 1,6i i =γ  принимаются равными 

( )0 0,0,0,0,0,1 .i = =γ γ Вычисления матриц ,β μ  проводят-
ся в среде MATLAB. Начальное положение аппарата принима-
лось равным ( )1,0,2,0,0,1=0η , желаемое положение ‒ 

( )6,0,5,0,0,0=dη . 
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 MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (25)
Передаточная матрица F s( ) , соответствующая данной систе-
ме, будет удовлетворять условиями (17) и, следовательно, бу-
дет решением задачи оптимизации (6) при условии наличия 
внешнего возмущения  с доминирующей частотой ω0 . 

Обеспечение экономичного режима работы регулятора. 
Случай конечного числа доминирующих частот волнового 
спектра
В реальных условиях внешнее возмущение определяется 
единственной доминирующей частотой в редких случаях, поэ-
тому для приближения условий к действительным рассмо-
трим случай, когда волновой спектр определяется конечным 
числом доминирующих частот ωk k N, ,=1 . При данном предпо-
ложении высокочастотная часть внешних возмущений может 
быть представлена как вектор d Édt A sin t( ) = ( ) , где A N

d ∈
×6  ‒ 

матрица амплитуд, É = …( , , , )ω ω ω1 2 N
T  ‒ вектор частот. Опреде-

лим функционал интенсивности управления как 
R F F( ) = ( ) a É ·Ä d, , ,  где  a É ·Ä dF , ,( )∈6  ‒ вектор интенсивно-
сти управляющего воздействия для замкнутой системы (1)-
(3) относительно заданного внешнего возмущения.
Далее представлена теорема аналогичная теореме 3, но с уче-
том представленных выше условий на внешнее возмущение.
Теорема 4: Если выполнено условие теоремы 3 и если матрицы 
размерности 2 2N N×
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MERGEFORMAT (26)
являются невырожденными, тогда существует передаточная 
матрица F F c= ∈* Ω  регулятора такая, что a · g ·Ä d dF , ,ωω( ) = ( )
, при этом ±i  ‒ любые гурвицевы матрицы размерности 
2 2 1 6N N i× =( ), , �i  ‒ любые векторы-строки размерности 
1 2× N , например,  �i i= …( ) =0 0 1 1 6, , , , , .
Доказательство: В отличие от теоремы 3 фильтр (18) должен 
быть сконструирован не только для единственной частоты ω0

, а для набора частот   ωk k N, ,=1 . Чтобы добиться такого ре-
зультата, предположим, что векторы состояний систем (18) 
имеют размерность ρ = 2N , то есть pi ∈ρ , i =1 6, , и при этом
F s E s ii i i i( ) = − + =−³ ± ² ¼i( ) , ,ρ

1 1 6 .

Соответственно, условия корректировки i -ой компоненты 
фильтра (16)  ξi  относительно k -ой частоты ωk  примут следу-
ющий вид:
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4 Silpa-Anan C. Autonomous underwater robot: Vision and control: Master’s thesis. The Australian National University, Canberra, 2001. 158 p. 

MERGEFORMAT (27)
где
R F I F iik i k ik i k· · · ·d d d d( ) = ( ) ( ) = ( ) =Re Im* *, , , , , .ω ω 1 6

Учитывая, что матрицы E jN k i2 ω −±  являются невырожденны-
ми, и подставляя введенные обозначения (26) в (27), выражая 
�i  из первого набора уравнений (27) и подставляя во второй, 

выделяя действительную и мнимую части, получаем
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MERGEFORMAT (28)
Выберем любые гурвицевы матрицы ±i  размерности 2 2N N×  
и любые векторы-строки �i  размерности 1 2× N , например, 
�i i= …( ) =0 0 1 1 6, , , , , . Отношения (28) при каждом i  представ-
ляют собой систему из 2 6N ×  уравнений с 2 6N ×  неизвестны-
ми, которыми являются компоненты матриц �i :
A Bi i i� = ,

где Ai  ‒ матрицы из формулировки теоремы, Bi  имеет следую-

щий вид:
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Эта система имеет единственное решение
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Используя этот результат, можно найти �i  из системы (27):
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Таким образом, для заданных доминирующих частот волново-
го спектра оптимальный регулятор (25) может быть построен, 
используя формулы (29), (30). 

Моделирование в среде Simulink
Для иллюстрации эффективности данного подхода проведем 
моделирование в среде Simulink на примере АНПА Kambara, 
исследованного в работе4. При теоретическом анализе данно-
го подхода рассматривалось упрощенное уравнение динамики 
аппарата (1), но для приближения условий к реальным при мо-
делировании рассмотрим общее уравнение
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парата нет подруливающего устройства, которое создает тягу 
в направлении оси y , поэтому нельзя гарантировать достиже-
ние желаемого положения по этой оси. 
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Учитывая, что матрицы 2N k iE j −α  являются невырожден-
ными, и подставляя введенные обозначения (26) в (27), вы-
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Выберем любые гурвицевы матрицы iα  размерности 
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В качестве доминирующих частот волнового спектра взяты 
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Матрицы управляющего воздействия (3) выбраны в следую-
щем виде: 
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В качестве матриц , 1,6i i =α  взяты матрицы 6 6  в форме 
Фробениуса с собственными числами 
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Векторы , 1,6i i =γ  принимаются равными 

( )0 0,0,0,0,0,1 .i = =γ γ Вычисления матриц ,β μ  проводят-
ся в среде MATLAB. Начальное положение аппарата принима-
лось равным ( )1,0,2,0,0,1=0η , желаемое положение ‒ 

( )6,0,5,0,0,0=dη . 
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Позиционирование аппарата начинается в 50 с. Кроме того 
для иллюстрации астатизма замкнутой системы, начиная с 
25 с на аппарат действует постоянное возмущение в направ-
лении осей x  и z .  
Рассмотрим результат моделирования. Аппарат действи-
тельно устанавливается в заданной позиции с заданной ори-
ентацией с учетом неуправляемости по компоненте y , при 
этом интенсивность управления при подавлении высокоча-
стотных внешних возмущений мала (см. Рис. 1). Для сравне-
ния на рис. 1 приведена интенсивность управления при за-
мене передаточной матрицы ( )F s  в законе управления на 
постоянную матрицу K . При такой замене замкнутая си-
стема остается устойчивой, регулятор так же доставляет 
астатизм замкнутой системе, но его реакция на высокоча-
стотные возмущения имеет амплитуду больше, чем в первом 
случае, что на практике нежелательно во избежание износа 
приводов и увеличения расхода энергии.  
 
Заключение 
В работе рассмотрена многоцелевая структура системы ди-
намического позиционирования. Было предложено ее разви-
тие, которое позволяет достигнуть астатизма замкнутой 
системы и экономичный режим работы приводов при из-
вестных доминирующих частотах волнового спектра для 
АНПА. С практической точки зрения введенное улучшение 
позволяет исключить отклонение аппарата от желаемого 
положения при воздействии на него постоянного возмуще-
ния и снизить износ приводов и общий расход энергии. Про-
веденное имитационное моделирование подтвердило рабо-
тоспособность и эффективность представленного подхода. 
 

Р и с. 1. Действие управляющих приводов при использовании в законе управления поправки  (сплошная линия) 
и  (прерывистая линия)

F i g. 1. The action of control drives when used in the Amendment Management Law с   (solid line) and    (dashed line)
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Рассмотрим результат моделирования. Аппарат действи-
тельно устанавливается в заданной позиции с заданной ори-
ентацией с учетом неуправляемости по компоненте y , при 
этом интенсивность управления при подавлении высокоча-
стотных внешних возмущений мала (см. Рис. 1). Для сравне-
ния на рис. 1 приведена интенсивность управления при за-
мене передаточной матрицы ( )F s  в законе управления на 
постоянную матрицу K . При такой замене замкнутая си-
стема остается устойчивой, регулятор так же доставляет 
астатизм замкнутой системе, но его реакция на высокоча-
стотные возмущения имеет амплитуду больше, чем в первом 
случае, что на практике нежелательно во избежание износа 
приводов и увеличения расхода энергии.  
 
Заключение 
В работе рассмотрена многоцелевая структура системы ди-
намического позиционирования. Было предложено ее разви-
тие, которое позволяет достигнуть астатизма замкнутой 
системы и экономичный режим работы приводов при из-
вестных доминирующих частотах волнового спектра для 
АНПА. С практической точки зрения введенное улучшение 
позволяет исключить отклонение аппарата от желаемого 
положения при воздействии на него постоянного возмуще-
ния и снизить износ приводов и общий расход энергии. Про-
веденное имитационное моделирование подтвердило рабо-
тоспособность и эффективность представленного подхода. 
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