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Аннотация
В предлагаемой статье методами математического моделирования изучается проблема со-
вместного сосуществования различных групп городского населения. В простейшем случае рас-
сматривается только взаимодействие двух групп населения внутри одной городской террито-
рии. На качественном уровне такая задача может быть описана системой двух нестационарных 
и нелинейных дифференциальных уравнений диффузионного типа с граничными условиями 
третьего рода. Результаты проведенного численного моделирования показывают, что при со-
ответствующем выборе коэффициентов диффузии и функций взаимодействия между различ-
ными группами населения можно получить различные сценарии динамики численности город-
ского населения: от полного вытеснения одной группы населения другой (изначально более 
«агрессивной») до ситуации «мирного» совместного сосуществования.
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Abstract
In this paper using a mathematical model of the so-called “space-dynamic” approach we investigate the 
problem of development and temporal dynamics of different urban population groups. For simplicity, 
we consider an interaction of only two population groups inside a single urban area with axial symmetry. 
This problem can be described qualitatively by a system of two non-stationary nonlinear differential 
equations of the diffusion type with boundary conditions of the third type. The results of numerical 
simulations show that with a suitable choice of the diffusion coefficients and interaction functions 
between different population groups we can receive different scenarios of population dynamics: from 
complete displacement of one population group by another (originally more “aggressive”) to the 
“peaceful” situation of co-existence of them together.
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Введение

В последние годы для описания различных урбанистических 
процессов широко используются модели пространственной 
экономики.
Процессы централизации и одновременно укрупнения горо-
дов наблюдаются уже длительное время как в развитых стра-
нах, так и в странах развивающихся, но в современных город-
ских образованиях все чаще просматриваются тенденции к де-
централизации, и сегодня все чаще можно наблюдать гетеро-
генные городские образования, нежели гомогенные [1]-[10].
Образцами сложности как уже сложившихся, так и еще скла-
дывающихся городских форм являются такие современные 
мегаполисы как Токио, Нью-Йорк, Лондон, Мехико-сити, Мо-
сква, Шанхай, город-государство Сингапур и т.п.
Хорошо известно, что распределение различных групп насе-
ления по ареалу проживания является достаточно сложной 
функцией пространственных переменных и времени [11]-[15].
В настоящей работе приведены компьютерные результаты, 
полученные при использовании так называемой «мягкой» ма-
тематической модели1 взаимодействия двух различных групп 
городского населения с учетом нелинейной пространствен-
ной диффузии.

Математическая модель

В описываемой ниже математической модели все население 
городского образования подразделяется на две группы в соот-
ветствии с их социальными и экономическими показателями.
Например, жителей городского образования можно класси-
фицировать по уровню дохода («бедные» – «богатые»), по 
уровню образования («более образованные» – «менее образо-
ванные»), а также по целому ряду иных социально-экономиче-
ских показателей.
В целом ряде высокоразвитых в экономическом и социальном 
отношениях стран сосуществование групп населения, принад-
лежащих к различным общественным слоям, порождает се-
рьезные социальные проблемы, вследствие чего эти процессы 
стали весьма активно изучаться с различных точек зрения, в 
том числе и с точки зрения применения моделей математиче-
ского моделирования в рамках пространственной экономики.
Взаимодействие подобных групп населения внутри единой 
городской агломерации может быть описано на качественном 
уровне с использованием нестационарных уравнений в част-
ных производных диффузионного типа.
В предлагаемой работе для простоты и наглядности мы огра-
ничиваемся рассмотрением только двух групп населения, ха-
рактеризующихся соответственно плотностями распределе-
ния (расселения) ( , , )u u x y t=  и ( , , )v v x y t=  в точке ( , )x y  
фиксированной двумерной области D  в текущий момент вре-
мени t .
Система нелинейных дифференциальных уравнений, описы-
вающая пространственно-временную динамику этих групп 
населения, имеет формальный (операторный) вид:

1 Арнольд В. И. «Жесткие» и «мягкие» математические модели. М.: МЦНМО, 2004. 32 с.
2 Тихонов А. Н., Самарский А. А. Уравнения математической физики. 5-е изд. М.: Наука, 1977. 736 с.
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где эллиптический дифференциальный оператор второго 
порядка [ ] ( )s sL w K w=∇ ⋅ ∇ , 1,2s = , описывает простран-
ственную диффузию функций плотностей u  и v  каждой из 
групп населения. В общем случае, коэффициенты диффузии 

sK  могут нелинейно зависеть от неизвестных функций u  и 
v .
Функции ( , )sF u v , 1,2s = , описывают «взаимодействие» раз-
личных групп населения в процессе их сосуществования на од-
ной и той же территории. Достаточно реалистичным является 
следующий функциональный вид для этих функций:
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В настоящей работе в качестве двумерной области D  
мы рассматриваем пока простейшую область (вообще го-
воря, это не является серьезным ограничением, но спо-
собствует лучшему пониманию качественному понима-
нию изучаемых процессов), а именно прямоугольник 

{ }1 2( , ) : (0 ) (0 )D x y x l y l= ≤ ≤ × ≤ ≤  на плоскости пере-
менных ( , )x y . На границе DΓ = ∂  этой области D  задаются 
неоднородные краевые условия вида (краевые условия 3-го 
рода):
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∂  обозначает производную по единичной внешней нор-

мали в точках границы Γ  рассматриваемой двумерной обла-
сти D .
К уравнениям (1) и граничным условиям (3) необходимо доба-
вить начальные условия (условия Коши).
В результате мы придем к следующей системе, состоящей из 
двух нелинейных дифференциальных уравнений диффузион-
ного (параболического) типа2:
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Приведенная система уравнений (4) решалась численно мето-
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дом конечных разностей3 с использованием хорошо известно-
го алгоритма Писмена-Рэкфорда (метода переменных направ-
лений) [11]. Программный код был разработан и реализован в 
программной среде MatLab.
При проведении вычислительных экспериментов варьирова-
лись как начальные условия (функции) 0 ( , )u x y  и 0 ( , )v x y , 
так и параметры, входящие в выражения для коэффициентов 
диффузии ( , )sK u v , а также функций так называемого «взаи-
модействия» ( , )sF u v , 1,2s = .

Результаты компьютерного 
моделирования
Предположим, что отношения между двумя выбранными 
нами группами населения могут быть как «дружелюбными», 
так и «нейтральными» или даже «недружелюбными». Подоб-
ный подход был ранее предложен Зангом в известной моно-
графии [12].
В математической модели Занга числовые коэффициен-
ты 1 2a a a= = , 1 2b b b= =  и 1 2c c c= = , а слагаемое вида 

( )u a bu cv− −  служит для описания реакции населения на 
существующие экономические условия проживания внутри 
городской среды.
Интерпретировать коэффициент a  можно как физическую 
вместимость городского пространства в точке 1 2( , )x x . Когда 
параметр a  постоянен, физическая вместимость однородна 
в пространстве. Если предположить, что величина ( )bu cv+  
‒ количественная мера пространства, занимаемого обеими 
группами, то величину ( )a bu cv− −  можно рассматривать 
как избыток предложения физической вместимости.
Когда эта величина в некоторой точке становится больше 
нуля, то данное место проживания оказывается более при-
влекательным для населения. Очевидно, что когда она равна 
нулю, а член 1( )d uv−  и диффузионные эффекты пренебрежи-
мо малы, миграция населения прекращается. Член 1( )d uv−  
служит для измерения взаимодействия групп.
Коэффициент 1d  может быть как положительным, так и отри-
цательным и нулевым. Если он положителен, то «группе насе-
ления 1» «не нравится» жить с «группой населения 2». Если же 

1 0d = , то «межгрупповые» предубеждения отсутствуют. Если 
коэффициент 1d  отрицателен, то высокая плотность «группы 
2» «притягивает» население из «группы 1».
В данной модели краевые условия (3) являются однородными 
и имеют следующий простой вид:
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3 Самарский А. А. Теория разностных схем. М.: Наука, 1989. 616 с.
4 Полянин А. Д., Зайцев В. Ф. Справочник по нелинейным уравнениям математической физики: точные решения. М.: Физматлит, 2002. 432 c.

В качестве начальных плотностей распределения для обеих 
взаимодействующих между собой групп населения возьмем 
«симметричные» функции, такие, чтобы вся городская пло-
щадь частично была занята той или иной группой населения 
(Рис. 1).

Р и с. 1. Начальная плотность распределения для функций u  и v
F i g. 1. The initial distribution density for the functions u  and v

Можно показать, как будет изменяться городская структура 
для разных параметров моделируемой системы. Например, 
когда отношения двух групп населения носят «агрессивный» 
в отношении друг друга характер, а коэффициенты диффу-
зии сделать зависящими от противоположных функций, т.е. 

1( , )K u v v=  и, соответственно, 
2 ( , )K u v u= , из полученного 

результата вычислений (Рис. 2, a-d) можно видеть, что сначала 
обе группы населения равномерно заполняют предоставлен-
ное им пространство, но из-за чисто враждебных настроений 
одна группа (можно сказать, что более «агрессивная») в ре-
зультате полностью вытесняет другую, и в результате город-
ская структура населения становится практически однород-
ной [16]-[20].
Если сделать коэффициент 1 0d < , а 2 0d = , коэффициенты 
диффузии 1K  и 2K  зависящими только от функции u , то 
можно видеть следующую картину пространственно-времен-
ной диффузии населения (Рис. 3, a-f; вид сверху в виде линий 
уровня).

Этот пример можно классифицировать в соответствии с обра-
зовательным уровнем, когда менее образованные люди стре-
мятся к проживанию в районе с преобладанием более высоко-
образованного населения. Также можно утверждать, что зоны 
с более благоприятными условиями существования предпоч-
тительнее для жизни, что определяет очевидную миграцию 
населения из одной зоны проживания в другую4.
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Р и с. 2. Эффект «географической» диффузии населения при условии «враждебных» отношений между группами населения
F i g. 2. The effect of "geographical" diffusion of the population under the condition of "hostile" relations between population groups

Р и с. 3. Перераспределение населения, при условии нейтрально-дружественных отношений ( 1 2,K u K u= = )
F i g. 3. Redistribution of the population under the condition of neutral-friendly relations ( 1 2,K u K u= = )
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В качестве следующего примера, предположим, что характер 
взаимодействия групп населения между собой можно квали-
фицировать как чисто конкурентный. Будим полагать, что ко-
эффициенты диффузии в вышеприведенных уравнениях (4) 
имеют степенную зависимость [21]-[25].

5 Арнольд В. И. «Жесткие» и «мягкие» математические модели. М.: МЦНМО, 2004. 32 с.
6 Полянин А. Д., Зайцев В. Ф. Справочник по нелинейным уравнениям математической физики: точные решения. М.: Физматлит, 2002. 432 c.

В этих предположениях оказывается, что одна группа населе-
ния доминирует над второй, постепенно вытесняя ее к грани-
цам области и, тем самым, вытесняя ее и заставляя жить на 
периферии вблизи городских границ (Рис. 4, a-f).

Р и с. 4. Перераспределение населения при условии конкурентных отношений ( 1 2, ,kK u K u kσ σ= = < )
F i g. 4. Redistribution of the population under the condition of competitive relations ( 1 2, ,kK u K u kσ σ= = < )

Заключение

В настоящей работе рассмотрена модельная математическая 
задача, связанная с попыткой описать механизм взаимодей-
ствия различных групп населения, проживающих на единой 
городской территории. Эта задача формулируется в терминах 
системы нелинейных дифференциальных уравнений диффу-
зионного типа. Использовать при такого рода математическом 
моделировании так называемую «жесткую» модель не имеет 
смысла. Речь, по крайней мере сейчас, может идти только лишь 
о так называемом «мягком» математическом моделировании.
При формулировке «мягкой» математической модели в пер-
вую очередь учитываются только те параметры и факторы, 
которые необходимы или доступны. Имея же проверенную и 
верифицированную математическую модель, далее можно пе-
реходить уже и к решению сугубо прикладных и практических 
задач.
В свое время (в 1997 году) выдающийся российский матема-
тик В.И. Арнольд заметил, что «… успех приносит не только 
применение готовых рецептов («жестких» моделей), сколько 
математический подход к проблемам явлений реального ми-
ра»5.

Приложение

Для проверки скорости сходимости используемых в настоящей 
работе численных методов и точности разностных схем был 
проведен анализ их сходимости с использованием точных ана-
литических решений.

Этот анализ был проведен на примере системы типа «реак-
ция–диффузия» вида6:

( ) ( ),

( ) ( ),

n
n

n
n

u a ux u f bu cw g bu cw
t x x x
w a wx w f bu cw h bu cw
t x x x

∂ ∂ ∂ = + − + − ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ = + − + − ∂





∂ ∂ 



 (6)

причем параметр 1n =  определяет задачу с осевой, а при 
2n =  − задачу с центральной симметрией.

Величину u  принято называть «активатором», а w , которая 
замедляет моделируемый процесс, называют «ингибитором».
Система (6) имеет точное решение вида:
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( )
( )

( ) exp ( ) ( , ),

( ) exp ( ) ( , ),

u t c f b c dt x t

w t b f b c dt x t

φ φ ψ θ

ψ φ ψ θ

= + −

= + −





∫
∫

 (7)

где функции ( )tφ φ=  и ( )tψ ψ=  определяются системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений:

( ) ( ),

( ) ( ),

d f b c g b c
dt
d f b c h b c
dt

ϕ ϕ φ ψ φ ψ

ψ ψ φ ψ φ ψ

= − + −

= − + −







 (8)

а функция ( , )x tθ θ=  удовлетворяет линейному уравнению в 
частных производных:

n
n

a x
t x x x
θ θ∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 

. (9)

Умножим первое уравнение системы (6) на b  и сложим его cо 
вторым, умноженным на ( c− ). Тогда получим уравнение:

( ) ( ) ( )n
n

a x f b g ch
t x x x
ζ ζ ζ ζ ζ ζ∂ ∂ ∂ = + + − ∂ ∂ ∂ 

, (10)

где bu cwζ = − .
Это уравнение можно получить преобразованием первого 
уравнения исходной системы вида:

( ) ( )n
n

u a ux u f g
t x x x

ζ ζ∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∂ ∂ 

. (11)

Уравнение (10) можно преобразовать методом разделения.
Если задано решение ( , )x tζ ζ=  уравнения (10), то функ-
цию ( , )u u x t=  можно найти, решая линейное уравне-
ние (11), а функцию ( , )w w x t=  определить по формуле 

( )w bu cζ= − .
Отметим еще два важных решения уравнения (10):
(a) в общем случае уравнение (9) содержит стационарное ре-
шение ( )xζ ζ= , а соответствующее точное решение уравне-
ния (11) имеет форму 0 ( ) ( ).n t

nu u x e u xβ= +∑
(b) если имеет место условие вида 

1 0( ) ( ) ( )f b g ch k kζ ζ ζ ζ ζ+ − = + , то уравнение (9) линей-
но и принимает вид:

1 0
n

n
a x k k

t x x x
ζ ζ ζ∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∂ ∂ 

или преобразуется к линейному уравнению (9) с заменой пе-
ременных 1 1

0 1
k te k kζ ζ −= − .

Представляет определенный интерес и стационарный случай, 
когда система (6) сводится к системе нелинейных эллиптиче-
ских уравнений вида:

( ) ( ),
( ) ( ),

u u f bu cw g bu cw
w w f bu cw h bu cw

∆ = − + −
∆ = − + −




 (12)

где 

2 2

2 2

. ..
x y
∂ ∂

∆ = +
∂ ∂  − оператор Лапласа.

Точное решение системы (12) можно представить в виде:

( ) ( , ),
( ) ( , ),

u x c x y
w x b x y

φ θ
ψ θ

= +
= +





 (13)

где функции ( )xφ φ=  и ( )xψ ψ=  определяются из системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений:

2

2

2

2

( ) ( ),

( ) ( ),

d f b c g b c
dx
d f a b h a b
dx

φ ϕ φ ψ φ ψ

ψ ψ φ ψ φ ψ

= − + −

= − + −







 (14)

причем функция ( , )x yθ θ=  удовлетворяет линейному урав-
нению Шредингера специального вида:

2 2

2 2 ( ) ( , )F x x y
x y
θ θ θ∂ ∂
+ =

∂ ∂

, (15)

где функция ( ) ( )F x f bu cw= − .
Его решение можно найти методом разделения переменных.

Умножим первое уравнение системы (11) на b  и добавим вто-
рое уравнение, умноженное на ( c− ), получим уравнение:

2 2

2 2 ( ) ( ) ( )f b g ch
x y
ζ ζ ζ ζ ζ ζ∂ ∂
+ = + −

∂ ∂

, (16)

где bu c wζ = − .
Это уравнение можно преобразовать с помощью первого урав-
нения исходной системы вида. В результате приходим к урав-
нению:

2 2

2 2 ( ) ( )u u u f g
x y

ζ ζ∂ ∂
+ = +

∂ ∂

. (17)

Уравнение (17) может быть разрешено последовательно спо-
собом разделения. Существование точных решений для таких 
кинетических функций как ( ) ( ) ( ) ( )F f b g chζ ζ ζ ζ ζ= + −  
можно найти в [12].

В заключение отметим два важных случая:
	 в первом случае, когда уравнение (17) содержит решение 

вида бегущей волны ( )zζ ζ= , где 1 2z  k x k y= +  ( 1 2,k k  − 
произвольные константы);

	 во втором случае, если выполнено условие 

1 0( ) ( ) ( )f b g chñ ñζ ζ ζ ζ ζ+ − = + , то уравнение (16) 
является хорошо известным линейным уравнением Гель-
мгольца.
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