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Аннотация
В работе исследуется задача оптимального управления степенью загрязнения озера отхода-
ми  промышленного предприятия. Рассматривается математическая модель, представляющая 
процесс загрязнения озера с учетом изменения скорости его самоочистки как функции време-
ни. При этом указанная функция принимается кусочно-постоянной, а переключения между ее 
двумя возможными значениями происходят периодически, что отражает сезонные колебания 
скорости самоочистки озера. Формулируется задача оптимального управления по отношению 
к заданному функционалу качества, характеризующему прибыль предприятия. Для решения 
поставленной задачи применяется принцип максимума Понтрягина. Получены аналитические 
выражения для оптимальных траекторий переменной состояния и сопряженной переменной, 
проведен качественный анализ полученных решений. Введено понятие природо-устойчиво-
го решения и показано, что такое решение дает оптимальный возможный компромисс между 
прибылью предприятия и штрафами за загрязнение озера. Выполнено сравнение полученного 
оптимального решения с так называемым «близоруким» решением, то есть решением, жадно 
преследующим мгновенную прибыль. Показано, что «близорукое» решение может увеличить 
краткосрочную прибыль за счет ухудшения состояния окружающей среды, но в долгосрочной 
перспективе оно не только приносит худший результат по сравнению с природо-устойчивым 
решением, но и наносит непоправимый вред окружающей среде, который можно нейтрализо-
вать только ценой полной остановки производства на длительный период времени. В резуль-
тате проведенного исследования предлагается новое смешанное решение, которое сочетает в 
себе преимущества обеих стратегий и является более эффективным для практического приме-
нения. Полученные в работе результаты иллюстрируются примерами численного моделирова-
ния при различных значениях параметров системы. 

Ключевые слова: управление степенью загрязнения, переключения, оптимальное управ-
ление, предельный цикл, принцип максимума Понтрягина, численное моделирование
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Abstract
This paper studies the problem of optimal control of the degree of lake pollution by the pollutants of 
an industrial plant. A mathematical model is considered that represents the process of lake pollution, 
taking into account the change in its self-cleaning rate as a function of time. This function is assumed to 
be piecewise constant and switches between its two possible values periodically, that reflects seasonal 
fluctuations in the rate of self-cleaning of the lake. An optimal control problem is formulated with 
respect to a given quality functional characterizing the profit of the plant. To solve this problem, the 
Pontryagin’s maximum principle is applied. Analytical expressions for the optimal trajectories of the 
state variable and the adjoint variable are obtained, a qualitative analysis of the obtained solutions is 
carried out. The concept of environmentally sustainable solution is introduced, and it is shown that 
such a solution gives the best possible trade-off between the profit of the plant and penalties for lake 
pollution. The obtained optimal solution is compared with the so-called “myopic” solution, that is, a 
solution greedily pursuing instantaneous profit. It is shown that the “myopic” solution can increase 
short-term profits due to environmental degradation, but in the long term it not only brings worse 
results compared to the environmentally sustainable solution, but also causes irreparable harm to the 
environment, which can only be neutralized at the cost of complete shutdown of production for an 
extended period of time. As a result of the work, a new mixed solution is proposed that combines the 
advantages of both strategies and is more effective for practical use. The results obtained in this paper 
are illustrated by examples of numerical simulation for various values of the system parameters.

Keywords: pollution control, switches, optimal control, limit cycle, Pontryagin’s maximum principle, 
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Введение

Среди многих математических моделей, описывающих слож-
ный характер процессов, возникающих в экологических си-
стемах, важную роль играет модель управления выбросами 
загрязняющих веществ1 [1]-[9]. В современных условиях с 
учетом необходимости снижения негативного воздействия 
на окружающую среду промышленному предприятию (заво-
ду) необходимо регулировать производственные стратегии, 
в том числе скорость выброса загрязняющих веществ, для 
сбережения природных ресурсов и получения оптимальной 
прибыли. Актуальность темы исследования определяется ее 
направленностью на обеспечение компромисса между полу-
чением прибыли предприятия и уменьшением загрязнения 
окружающей среды в классе гибридных динамических си-
стем с (потенциально) бесконечными переключателями ре-
жимов2 [10, 11].
В работах [12], [14] был явно найден гибридный предельный 
цикл (ГПЦ) как решение гибридной задачи оптимального 
управления. В [13] изучены циклические линейно-гибридные 
системы и доказано существование ГПЦ, но не исследуется его 
оптимальность. В публикациях [20]-[23] выполнены исследо-
вания для определения оптимальной производственной стра-
тегии и механизмов экологического регулирования для сни-
жения вредных выбросов. 
В данной работе рассматривается дискретная гибридная зада-
ча оптимального управление потоками загрязнения промыш-
ленного предприятия с переключениями во времени [15]-[17]. 
При этом принимается базовое предположение о том, что 
регенеративная способность окружающей среды изменяется 
во времени [18, 19]. Предложена новая концепция природо-у-
стойчивого [24] (environmentally sustainable) решения, то есть 
решения с учетом сохранения ресурсов окружающей среды и 
разумного ограничения производственной прибыли. Синтез 
закона управления выполняется на основе принципа макси-
мума Понтрягина. Важность этого результата заключается в 
том, что он позволяет выделить класс решений, обеспечиваю-
щих компромисс между получением прибыли и уменьшением 
загрязнения окружающей среды. 
Для сравнения формируется «близорукое» решение, в кото-
ром производственная стратегия состоит в том, чтобы мак-
симально наращивать мгновенную прибыль, не допуская ее 
отрицательных значений. В рамках этой стратегии кратко-
срочная прибыль увеличивается за счет ухудшения состо-
яния окружающей среды, но в долгосрочной перспективе 
это приводит как к критически загрязненной окружающей 
среде, так и к отрицательному потоку прибыли. Объединив 
преимущества обеих стратегий, в работе построена новая 
смешанная стратегия.
Полученные результаты иллюстрируются примерами числен-
ного моделирования при различных значениях параметров 

1 Геворкян С. А., Шахназарян Б. А. Экономическая оценка окружающей природной среды, биосферы и экологической безопасности // Материалы XIII меж-
дународного симпозиума проблемы экоинформатики: Доклады Московского научно-технического общества радиотехники, электроники и связи имени 
А.С. Попова, Москва, 04-06 декабря 2018 года / Под ред. Ф. А. Мкртчяна Ф.А. М.: Московское НТО радиотехники, электроники и связи им. А.С. Попова, 2018. С. 
266-270. URL: https://www.elibrary.ru/item.asp?id=36988167 (дата обращения: 23.05.2022).
2 Хрящев С. М. Оценивание времени управления непрерывными динамическими полисистемами с переключениями управлений в дискретные моменты 
времени // Устойчивость и процессы управления: Материалы III межд. конф., Санкт-Петербург, 05-09 октября 2015 года. Санкт-Петербург: Изд. дом 
Федоровой Г.В., 2015. С. 101-102. URL: https://www.elibrary.ru/item.asp?id=24553950 (дата обращения: 23.05.2022).

системы в среде MATLAB. Сравнивая различные решения, по-
казывается, что смешанное решение является единственным 
решением, которое максимизирует прибыль и является эколо-
гически устойчивым. Рассмотренная задача имеет огромную 
практическую важность, особенно в применении к объектам, 
в которых скорость протекания природных процессов сильно 
изменяется во времени.

Постановка задачи и оптимальное 
управление
Рассмотрим модель управления выбросами загрязняющих 
веществ [25]. Для простоты зададим только один источник 
загрязнения (завод), в процессе работы которого происходит 
сброс загрязняющих веществ в близлежащие озера. Динамика 
потока загрязнения определяется линейным дифференциаль-
ным уравнением: 
  
(1)
где  – уровень загрязнения в стационарном природ-
ном водоеме (например, озере),  – скорость выброса по-
тока загрязнения,  – доля выбрасываемого загрязня-
ющего вещества, которое накапливается в водоеме, 
 – скорость самоочищения, то есть у водоема (озера) есть спо-
собность самого себя очищать. Таким образом, уравнение (1) 
показывает, что уровень загрязнения в озере увеличивается 
из-за выброса загрязняющих веществ и в то же время умень-
шается за счет способности озера к самоочищению.
Введем функцию прибыли завода:
   
(2)
где  – максимальная допустимая скорость выбросов. В то вре-
мя как выражение  описывает скорость производства, коэффи-
циент  используется для преобразования потока производства 
в поток прибыли. При этом расходы завода равны , где  – по-
ложительная константа, соответствующая штрафам, которые 
должен нести завод, например эконалог, очистка озера, уста-
новка фильтров и т.д. 
Выполним нормировку уравнения (1) путем введения новых 
переменных состояния и управления: 
    
(3)
С учетом (3) уравнение (1) примет вид
 , 
(4)
где  – отношение штрафной составляющей  к производствен-
ной составляющей . Заметим, что состояние  неотрицательно, 
а управление   для всех .
Введем функционал выигрыша, который опре-
деляется как дисконтированная чистая прибыль 
 на бесконечном горизонте по времени. С учетом введенных 

 �̇�𝑧𝑧𝑧 = 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉 − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝑧𝑧𝑧𝑧(0) = 𝑧𝑧𝑧𝑧0,             (1) 
где 𝑧𝑧𝑧𝑧 – уровень загрязнения в стационарном природном 
водоеме (например, озере), 𝜉𝜉𝜉𝜉 – скорость выброса потока 
загрязнения, 𝜉𝜉𝜉𝜉 ∈ (0,1) – доля выбрасываемого загрязняющего 
вещества, которое накапливается в водоеме, 
𝛿𝛿𝛿𝛿 > 0 – скорость самоочищения, то есть у водоема (озера) есть 
способность самого себя очищать. Таким образом, уравнение 
(1) показывает, что уровень загрязнения в озере 
увеличивается из-за выброса загрязняющих веществ и в то же 
время уменьшается за счет способности озера к 
самоочищению. 
Введем функцию прибыли завода: 
𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜉𝜉𝜉𝜉) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝜉𝜉𝜉𝜉/2),  (2) 
где 𝑏𝑏𝑏𝑏 – максимальная допустимая скорость выбросов. В то 
время как выражение 𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝜉𝜉𝜉𝜉/2) описывает скорость 
производства, коэффициент 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≥ 0 используется для 
преобразования потока производства в поток прибыли. При 
этом расходы завода равны 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑡𝑡𝑡𝑡), где 𝑞𝑞𝑞𝑞 – положительная 
константа, соответствующая штрафам, которые должен нести 
завод, например эконалог, очистка озера, установка фильтров 
и т.д.  
Выполним нормировку уравнения (1) путем введения новых 
переменных состояния и управления:  

𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 1
𝑏𝑏𝑏𝑏
𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡𝑡𝑡), 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑞𝑞𝑞𝑞

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏2
𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑡𝑡𝑡𝑡).   (3) 

С учетом (3) уравнение (1) примет вид 
�̇�𝑥𝑥𝑥 = 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥𝑥(0) = 𝑥𝑥𝑥𝑥0, (4) 

где 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝜉𝜉𝜉𝜉𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏

> 0 – отношение штрафной составляющей 𝜉𝜉𝜉𝜉𝑞𝑞𝑞𝑞 к 
производственной составляющей 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏. Заметим, что состояние 
𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) неотрицательно, а управление 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ [0,1]  для всех 𝑡𝑡𝑡𝑡 ≥ 0. 
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обозначений получим:
    
(5)
где  – ставка дисконтирования,  – предотвращение расхожде-
ния целевого функционала с течением времени, 
В экологических системах скорость самоочистки является не 
постоянной, а изменяется, например при смене сезона года. На 
основе этого в данной работе вводится ключевое предположе-
ние, которое состоит в том, что скорость самоочистки  задает-
ся как функция времени. Для этого интервал времени  разби-
вается на бесконечное число равных интервалов длины , при-
чем каждый из этих интервалов делится на две части:  и , где  и 
. Первый временной подинтервал соответствует нахождению  
системы в первом режиме , а второй временной подинтервал – 
нахождению системы во втором режиме . Это предположение 
математически выражается следующим образом:
  
(6)
Используя принцип максимума Понтрягина, на основе (4) и (5) 
запишем функцию Гамильтона для каждого подинтервала (6), 
где коэффициент  принимает постоянное значение:
 .  
(7)
Здесь  – сопряженная переменная. С учетом (7) запишем урав-
нения канонической системы:

  
(8)
Тогда, в результате решения задачи синтеза оптимального 
управления на основе принципа максимума Понтрягина для 
функции переключений (6) получим оптимальное управление 
следующего вида:
  
(9) 
Целью управления является достижение компромисса между 
максимизацией прибыли и одновременной уплатой штрафов 
(эконалогов) за ухудшение состояния окружающей среды. 
При этом важно определить оптимальную стратегию, чтобы 
управление было экологически устойчивым.
Определение. Оптимальное управление  называется приро-
до-устойчивым, если оно не принимает граничные значения, 
кроме как в изолированные периоды времени, то есть 
Мотивация введения такого понятия заключается в следую-
щем. Два граничных значения интерпретируются так. Когда 
убытки компании из-за эконалога превышают прибыль от 
производства, компания должна остановить производство, 
чтобы естественным образом снизить уровень загрязнения в 
озере и уменьшить эконалог. Когда уровень загрязнения до-
статочно низок, компания может производить с максималь-
ной скоростью, не неся при этом высокого экологического 
налога. Для природо-устойчивой стратегии эти две ситуации 
могут произойти только в отдельные периоды времени. И ка-
ждая из этих двух ситуаций не может длиться долго, потому 
что они неприемлемы с точки зрения прибыли компании или

Введем функционал выигрыша, который определяется как 
дисконтированная чистая прибыль 
𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜉𝜉𝜉𝜉, 𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑃𝑃𝑃𝑃(𝜉𝜉𝜉𝜉)− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏2 �𝑢𝑢𝑢𝑢 �1 − 1

2
𝑢𝑢𝑢𝑢� − 𝑥𝑥𝑥𝑥� на бесконечном 

горизонте по времени. С учетом введенных обозначений 
получим: 

𝐽𝐽𝐽𝐽(𝑢𝑢𝑢𝑢) = ∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟∞
0 �𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) �1 − 1

2
𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)� − 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡,   (5) 

где 𝑟𝑟𝑟𝑟 > 0 – ставка дисконтирования, 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  – предотвращение 
расхождения целевого функционала с течением времени,  
В экологических системах скорость самоочистки является не 
постоянной, а изменяется, например при смене сезона года. На 
основе этого в данной работе вводится ключевое 
предположение, которое состоит в том, что скорость 
самоочистки 𝛿𝛿𝛿𝛿 задается как функция времени. Для этого 
интервал времени 𝐻𝐻𝐻𝐻 = [0,∞) разбивается на бесконечное 
число равных интервалов длины 𝑇𝑇𝑇𝑇, причем каждый из этих 
интервалов делится на две части: [𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑇𝑇𝑇𝑇 и [𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇, 
где 𝛼𝛼𝛼𝛼 ∈ (0,1) и 𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁0. Первый временной подинтервал 
соответствует нахождению  системы в первом режиме 𝛿𝛿𝛿𝛿 =
𝛿𝛿𝛿𝛿1 ≥ 0, а второй временной подинтервал – нахождению 
системы во втором режиме 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿𝛿𝛿2 ≥ 0. Это предположение 
математически выражается следующим образом: 

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡𝑡𝑡): = �𝛿𝛿𝛿𝛿1 ≥ 0, 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ [𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇,𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 + 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑇𝑇𝑇𝑇),
𝛿𝛿𝛿𝛿2 ≥ 0, 𝑡𝑡𝑡𝑡 ∈ [𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑇𝑇 + 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑇𝑇𝑇𝑇, (𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1)𝑇𝑇𝑇𝑇). (6) 

Используя принцип максимума Понтрягина, на основе (4) и (5) 
запишем функцию Гамильтона для каждого подинтервала (6), 
где коэффициент 𝛿𝛿𝛿𝛿 принимает постоянное значение: 

𝐻𝐻𝐻𝐻(𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝜆𝜆𝜆𝜆, 𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)�1 − 1
2
𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡)� − 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡) + 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡)�𝛽𝛽𝛽𝛽𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑡𝑡)�.  (7) 

Здесь 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) – сопряженная переменная. С учетом (7) запишем 
уравнения канонической системы: 

�̇�𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕𝐻𝐻𝐻𝐻
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜆𝜆𝜆𝜆 = 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥𝑥𝑥, 

�̇�𝜆𝜆𝜆 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝜆𝜆𝜆𝜆 − 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝛿𝛿𝛿𝛿)𝜆𝜆𝜆𝜆 + 1. (8) 

Тогда, в результате решения задачи синтеза оптимального 
управления на основе принципа максимума Понтрягина для 
функции переключений (6) получим оптимальное управление 
следующего вида: 

𝑢𝑢𝑢𝑢∗(𝑡𝑡𝑡𝑡): = �
0,           𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) < −1/𝛽𝛽𝛽𝛽
1 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜆𝜆𝜆𝜆,   𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ [−1/𝛽𝛽𝛽𝛽, 0],
1,            𝜆𝜆𝜆𝜆(t) > 0.

 (9)  

Целью управления является достижение 
компромисса между максимизацией прибыли и 
одновременной уплатой штрафов (эконалогов) за ухудшение 
состояния окружающей среды. При этом важно определить 
оптимальную стратегию, чтобы управление было 
экологически устойчивым. 

Определение. Оптимальное управление 𝑢𝑢𝑢𝑢∗(𝑡𝑡𝑡𝑡) 
называется природо-устойчивым, если оно не принимает 
граничные значения, кроме как в изолированные периоды 
времени, то есть 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ [−1/𝛽𝛽𝛽𝛽, 0],∀𝑡𝑡𝑡𝑡 ≥ 0. 
Мотивация введения такого понятия заключается в 
следующем. Два граничных значения интерпретируются так. 
Когда убытки компании из-за эконалога превышают прибыль 
от производства, компания должна остановить производство, 
чтобы естественным образом снизить уровень загрязнения в 
озере и уменьшить эконалог. Когда уровень загрязнения 
достаточно низок, компания может производить с 

максимальной скоростью, не неся при этом высокого 
экологического налога. Для природо-устойчивой стратегии 
эти две ситуации могут произойти только в отдельные 
периоды времени. И каждая из этих двух ситуаций не может 
длиться долго, потому что они неприемлемы с точки зрения 
прибыли компании или защиты окружающей среды.
Лемма. При 𝜆𝜆𝜆𝜆(0) = 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑇𝑇𝑇𝑇) решение 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) уравнения (8) является 
гибридным предельным циклом, причем 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ �𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚( −
1

𝛿𝛿𝛿𝛿1+𝑟𝑟𝑟𝑟
,− 1

𝛿𝛿𝛿𝛿2+𝑟𝑟𝑟𝑟
),𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎( − 1

𝛿𝛿𝛿𝛿1+𝑟𝑟𝑟𝑟
,− 1

𝛿𝛿𝛿𝛿2+𝑟𝑟𝑟𝑟
)�.  

На рис. 1 показана динамика сопряженной переменной 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡)
при  различных начальных условиях. При этом значения 
параметров в уравнениях (5), (6) и (8) равны: 𝛿𝛿𝛿𝛿1 = 1.47, 𝛿𝛿𝛿𝛿2 =
0.97, 𝑇𝑇𝑇𝑇 = 1,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 0.03, α = 1

2. Синяя кривая на рисунке 
показывает периодическое решение, соответствующее 
начальному условию 𝜆𝜆𝜆𝜆(0) = 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑇𝑇𝑇𝑇). При этом величина 
сопряженной переменной изменяется в пределах интервала 
[𝜆𝜆𝜆𝜆2

∗, 𝜆𝜆𝜆𝜆1
∗], где  𝜆𝜆𝜆𝜆𝑖𝑖𝑖𝑖

∗ = − 1
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑟𝑟𝑟𝑟

, 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1,2 – положения равновесия для 
каждого режима. На рисунке положения равновесия показаны 
горизонтальными линиями. Красные линии обозначают 
решения, для которых начальные значения 𝜆𝜆𝜆𝜆(0) ≠ 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑇𝑇𝑇𝑇). Все 
такие решения стремятся к бесконечности с ростом времени, 
то есть предельный цикл является неустойчивым. 

Р и с.1. Динамика сопряженной переменной при различных начальных 
условиях

На рис. 2 показаны уровень загрязнения 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑡𝑡), оптимальное 
управление 𝑢𝑢𝑢𝑢∗(𝑡𝑡𝑡𝑡) и прибыль 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑡𝑡𝑡𝑡), соответствующие 
предельному циклу по переменной 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) при различных 
значениях параметра 𝛽𝛽𝛽𝛽. На рис. 2а показаны графики, 
соответствующие значению 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 0.8. Из рисунка видно, что 
управление и мгновенная прибыль всегда положительны, 
поэтому производство не останавливается, а накопленная 
прибыль увеличивается. При этом уровень загрязнения после 
первоначального роста стремится к устойчивому циклу.  На 
рис. 2б показаны результаты для значения 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1.2. На рисунке 
важно отметить периоды остановки производства (𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 0). 
В эти периоды мгновенная прибыль является отрицательной. 
Однако отметим, что в этом случае уровень загрязнения 
окружающей среды в установившемся режиме ниже, чем для 
случая 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 0.8, из-за того, что здесь имеет место более строгое 
экологическое регулирование.

F i g.1. Dynamics of the Adjoint Variable under Different Initial Conditions
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   (а) β=0.8      (б) β=1.2
Р и с. 2. Результаты решения задачи оптимального управления

F i g. 2. Results of Solving the Optimal Control Problem

«Близорукое» решение и смешное 
решение

   (а)  «Близорукое» решение                                        (б) Сравнение функций накопительной прибыли двух стратегии (β=1)

Р и с. 3. «Близорукое» решение (а) и сравнение функций накопительной прибыли двух стратегии (б)
F i g. 3. "Short-Sighted" Solution (a) and Comparison of the Functions of the Cumulative Profit of Two Strategies (b)

С целью продемонстрировать долгосрочное преимущество 
природо-устойчивого решения, выполним сравнение с иной 
стратегией, которую будем называть «близорукой». Эта 
стратегия основана на природо-устойчивой стратегии, однако 
в этом случае будем считать, что предприятие фокусируется 
только на мгновенной прибыли и не приемлет отрицательной 
мгновенной прибыли, то есть в каждый фиксированный 
момент времени должно выполняться условие 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≥ 0. Тогда, 
с учетом приведенного ранее выражения для чистой прибыли, 
получаем следующее условие, которому должно 
удовлетворять управление  
𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ �1 − √1 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥, 1�. (10) 
Заметим, что если 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1/2, то прибыль предприятия 
становится отрицательной и оно стремится как можно 
быстрее это компенсировать, наращивая 
производительность. С учетом выражений (9) и ограничения 
(10), модифицируя природо-устойчивое управление, 
получаем следующую «близорукую» стратегию управления: 

𝑢𝑢𝑢𝑢�∗(𝑡𝑡𝑡𝑡): = �
1 − √1 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥,  − 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≥ √1 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥   и  𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 1

2
 ,

1,                   𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) > 0  или  𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1
2

 ,
1 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡),       в противном случае.

 (11) 

Решение, соответствующее управлению (11), показано на рис. 
3а для значения 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1. Из рисунка видно, что при 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1/2 
производственная прибыль 𝑢𝑢𝑢𝑢(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢/2) не может 
компенсировать эконалог (−𝑥𝑥𝑥𝑥) и предприятие должно 
работать с максимальной производительностью (𝑢𝑢𝑢𝑢 = 1), 
чтобы свести к минимуму потери из-за ухудшения состояния 
окружающей среды. При этом мгновенная прибыль в 
определенный момент становится отрицательной и 
количество загрязнений в озере резко увеличивается, что 
приводит к серьезному загрязнению окружающей среды и 
экономическим потерям. 

С целью продемонстрировать долгосрочное преимущество 
природо-устойчивого решения, выполним сравнение с иной 
стратегией, которую будем называть «близорукой». Эта 
стратегия основана на природо-устойчивой стратегии, однако 
в этом случае будем считать, что предприятие фокусируется 
только на мгновенной прибыли и не приемлет отрицательной 
мгновенной прибыли, то есть в каждый фиксированный 
момент времени должно выполняться условие 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≥ 0. Тогда, 
с учетом приведенного ранее выражения для чистой прибыли, 
получаем следующее условие, которому должно 
удовлетворять управление  
𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑡𝑡𝑡𝑡) ∈ �1 − √1 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥, 1�. (10) 
Заметим, что если 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1/2, то прибыль предприятия 
становится отрицательной и оно стремится как можно 
быстрее это компенсировать, наращивая 
производительность. С учетом выражений (9) и ограничения 
(10), модифицируя природо-устойчивое управление, 
получаем следующую «близорукую» стратегию управления: 

𝑢𝑢𝑢𝑢�∗(𝑡𝑡𝑡𝑡): = �
1 − √1 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥,  − 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≥ √1 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥   и  𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 1

2
 ,

1,                   𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡) > 0  или  𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1
2

 ,
1 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑡𝑡𝑡𝑡),       в противном случае.

 (11) 

Решение, соответствующее управлению (11), показано на рис. 
3а для значения 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1. Из рисунка видно, что при 𝑥𝑥𝑥𝑥 > 1/2 
производственная прибыль 𝑢𝑢𝑢𝑢(1 − 𝑢𝑢𝑢𝑢/2) не может 
компенсировать эконалог (−𝑥𝑥𝑥𝑥) и предприятие должно 
работать с максимальной производительностью (𝑢𝑢𝑢𝑢 = 1), 
чтобы свести к минимуму потери из-за ухудшения состояния 
окружающей среды. При этом мгновенная прибыль в 
определенный момент становится отрицательной и 
количество загрязнений в озере резко увеличивается, что 
приводит к серьезному загрязнению окружающей среды и 
экономическим потерям. 
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Покажем накопительную прибыль по обеим рассмотренным 
стратегиям (9) и (11), чтобы продемонстрировать долгосроч-
ный эффект от выбора «близорукой» стратегии. Соответству-
ющие кривые показаны на рис. 3б. Из рисунка видно, что на 
начальном этапе накопительная прибыль «близорукого» ре-
шения доминирует над природо-устойчивым, но ценой ухуд-
шения состояния окружающей среды. Однако в определенный 
момент это приводит к критическому уровню загрязнения, 
при котором производство должно быть выведено на макси-
мальный уровень, чтобы компенсировать высокий эконалог. В 
результате это приводит к еще большему загрязнению окру-
жающей среды и резкому уменьшению накопительной при-
были. Таким образом, в долгосрочной перспективе природо-у-
стойчивое решение обеспечивает более высокую отдачу за 
счет консервативного использования ресурсов окружающей 
среды, но в краткосрочной перспективе рост накопительной 
прибыли для нее будет более медленным. В отличие от нее 
«близорукая» стратегия гарантирует резкое увеличение нако-
пительной прибыли в краткосрочной перспективе.
Учитывая отмеченные преимущества и недостатки обеих 
стратегий, построим улучшенную смешанную стратегию. В 
этой новой стратегии сначала применяется «близорукая» 
стратегия на коротком интервале времени с целью получить 
как можно более быстрый рост прибыли. Затем в определен-
ный момент времени происходит переключение стратегии 
управления на природо-устойчивое решение. В качестве мо-
мента переключения предлагается выбирать тот момент, ког-
да  достигает  своего максимального значения для периодиче-
ского решения, в данном случае это  лет. Возможно, существует 
и другой лучший способ выбора момента переключения и ис-
следованию этого вопроса будет уделено отдельное внимание 
в будущей работе. Введенная смешанная стратегия подобна 
спринтеру, который сначала быстро бежит на старте, а затем 
рационально распределяет свою физическую силу, чтобы со-
хранить лидерство на протяжении всей дистанции.
На рис. 4 синей линией показана накопительная прибыль для 
смешанного решения, которая значительно превосходит на-
копительную прибыль для природо-устойчивого решения в 
большинстве периодов времени. Построенное смешанное ре-
шение без сомнения является более эффективным для прак-
тического применения и требует проведения дальнейших ис-
следований, чтобы более детально изучить вопрос о настрой-
ке параметров этого метода.

Р и с.  4. Накопительные прибыли смешанного решения и природо-
устойчивого решения

F i g. 4. Cumulative Benefits of a Mixed Solution and a Sustainable Solution

Заключение

В данной работе рассмотрена задача оптимального управле-
ния потоком выброса загрязняющих веществ промышлен-
ным предприятием. На основе предположения о сезонных 
колебаниях регенеративной способности окружающей среды 
и используя принцип максимума Понтрягина, получено един-
ственное оптимальное решение в виде гибридного предель-
ного цикла. С целью показать преимущества этой стратегии 
также была рассмотрена «близорукая» стратегия управления. 
В результате сравнения природо-устойчивого и «близоруко-
го» решения было показано, что в краткосрочной перспек-
тиве близорукое решение обеспечивает лучшую прибыль, 
но за счет ухудшения состояния окружающей среды. Однако 
в долгосрочной перспективе природо-устойчивое решение 
обеспечивает более высокую прибыль за счет более консерва-
тивного использования ресурсов окружающей среды. Объеди-
няя преимущества обоих решений, сформировано смешанное 
решение, в котором накопительная прибыль растет быстрее 
в краткосрочной перспективе и значительно доминирует над 
природо-устойчивым решением в большинстве периодов вре-
мени в долгосрочной перспективе. В результате проведенных 
исследований приходим к выводу, что смешанное решение 
является единственным решением, которое максимизиру-
ет прибыль и является экологически приемлемым в течение 
длительного периода планирования.
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