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Аннотация
Развитие персонализированной медицины определяется синергией ученых из нескольких об-
ластей медицины, математики и информатики. Подходы, основанные на современных методах 
измерения, обработки сигналов и машинного обучения, дополняют основные методы изучения 
биологических процессов, позволяют выявить механизмы заболевания и персонализировать 
стратегию лечения. Статья посвящена разработке нового метода контроля системы ауторегуля-
ции мозгового кровообращения пациентов в режиме реального времени. Процесс церебральной 
ауторегуляции определяется сигналами скорости кровотока в артериях основания головного 
мозга и системного артериального давления, регистрируемых неинвазивными методами фото-
плетизмографии и транскраниальной допплерографии в диапазоне волн Майера. Существующие 
методы основаны на взаимной корреляционной функции, функции фазового сдвига между сиг-
налами скорости кровотока и давления или на оценке передаточной функции системы ауторегу-
ляции. В статье предлагается использовать фрактальные методы, основанные на расчете гёльде-
ровских мультифрактальных спектров сигналов и на определении корреляционной размерности 
системы. Преимущество фрактальных методов заключается в том, что их можно применять к сиг-
налам, инвариантным к масштабу. Комбинация мультифрактальных и традиционных спектраль-
но-корреляционных методов в информационно-измерительной системе позволит повысить ка-
чество мониторинга церебральной ауторегуляции непосредственно у постели больного, учиты-
вать особенности пациента и, тем самым, развивать принцип персонифицированной медицины.

Ключевые слова: волны Майера, церебральная ауторегуляция, мультифрактальный 
спектр, корреляционная размерность
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Abstract
The development of personalized medicine is determined by the synergy of scientists from several 
fields of medicine, mathematics and computer science. Approaches based on modern methods of 
measurement, signal processing and machine learning complement the main methods of studying 
biological processes, allow us to identify the mechanisms of the disease and personalize the 
treatment strategy. The article is devoted to the development of a new method for monitoring the 
system of autoregulation of cerebral circulation in patients in real time. The process of cerebral 
autoregulation is determined by the signals of blood flow velocity in the arteries of the base of the 
brain and systemic arterial pressure in the range of Mayer waves, recorded by non-invasive methods of 
photoplethysmography and transcranial dopplerography. The existing methods are based on the cross-
correlation function, the phase shift function between the signals of blood flow velocity and pressure, 
or on the assessment of the transfer function of the autoregulation system. The article proposes 
to use fractal methods that use the calculation of the Hölder multifractal spectra of signals and the 
determination of the correlation dimension of the system. The advantage of fractal methods is that 
they can be applied to scale-invariant signals. The combination of multifractal and traditional spectral-
correlation methods in the information-measuring system will improve the quality of monitoring of 
cerebral autoregulation directly at the patient’s bedside, take into account the characteristics of the 
patient and, thereby, develop the principle of personalized medicine.
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1. Введение

Исследование церебральной ауторегуляции (ЦА) направлено 
на определение состояния сосудов головного мозга пациентов, 
имеющих такие заболевания как артериовенозная мальформа-
ция, стеноз или тромбоз сосудов. Процессы ЦА характеризуются 
так называемыми волнами Майера (М-волнами), которые воз-
никают в диапазоне 0.08 – 0.12 Гц. У здоровых людей М-волны 
можно наблюдать периоды времени, когда включаются процес-
сы ауторегуляции. У пациентов механизм ЦА либо имеет недопу-
стимые параметры, либо не наблюдается вовсе. Механизмы ЦА 
нарушаются при тяжелой черепно-мозговой травме, в резуль-
тате которой возникают патологические сосудистые реакции, 
приводящие к ишемии одних участков головного мозга и гипе-
ремии других. Колебания АД при низких значениях индекса ау-
торегуляции сопровождаются синхронными изменениями моз-
гового кровотока, характерными для грубого нарушения ЦА1.
В настоящее время для объективного мониторинга здоровья 
пациента состояние ЦА наблюдают периодически с использо-
ванием транскраниальной ультразвуковой допплерографии 
и неинвазивного измерения системного артериального дав-
ления (АД). Для больных после операции и тяжелых больных 
необходимо выполнять непрерывный мониторинг ЦА в ре-
альном времени непосредственно у постели. Важное значение 
имеет проведение специальных функциональных проб, для 
контроля и выявления микроэмболов [1-7].
Развитие неинвазивных методов периодического и непрерыв-
ного мониторинга состояния ЦА, должно быть поддержано 
применение цифровых моделей и методов в медицине. Созда-
ние баз данных для долговременного хранения результатов 
обследований и соответствующего программного обеспечения 
позволяет развивать персонифицированный подход к лечению 
патологии сосудов головного мозга. Применение современ-
ных методов цифровой обработки сигналов, моделирования, 
машинного обучения, нейронных сетей для классификации и 
прогнозирования позволяют решать задачи создания вычисли-
тельных моделей, позволяющих преобразовывать доклиниче-
ские исследования и клинические результаты в описательные 
или прогностические выражения. Важность таких моделей, 
также называемых цифровыми доказательствами, в последние 
десятилетия получает все большее признание в медицине [4-
13]. Современный подход, основанный на физически информи-
рованных нейронных сетях, имеет преимущества [10], [12].
При изучении процессов ЦА использовалась допплеровская 
система экспертного класса, имеющая датчики, для измере-
ния линейной скорости кровотока (ЛСК) в магистральных 
сосудах головного мозга в течение длительного времени. К 
внешним входам системы дополнительно подключаются дат-
чики измерения системного АД, что позволяет определять 
взаимосвязь между измеряемыми параметрами. Для больных, 
обследованных вне острой стадии патологии головного мозга, 
и для здоровых добровольцев из контрольной группы при-
меняют неинвазивные методы измерения АД, основанные на 
принципе чрескожной фотоплетизмографии на палец в усло-
виях нормокапнии и гиперкапнии.
Механизмы церебральной ауторегуляции нарушаются при 

1 Церебральная ауторегуляция : монография / под ред. В. Б. Семенютина. Санкт-Петербург : НП-принт, 2021. 327 с.

тяжелой черепно-мозговой травме. При этом возникают пато-
логические сосудистые реакции, приводящие к ишемии одних 
участков головного мозга и гиперемии других. Колебания АД 
при низких значениях индекса ауторегуляции сопровождают-
ся синхронными изменениями мозгового кровотока, харак-
терными для грубого нарушения церебральной ауторегуля-
ции. Изменения кровотока отмечают также в остром периоде 
черепно-мозговой травмы любой степени тяжести.
ЦA функционирует через миогенные, метаболические и нейро-
генные механизмы. Обычно различают статические и динами-
ческие ЦА. Статическая ЦА характеризует изменения мозгового 
кровотока при длительных изменениях перфузионного дав-
ления, а динамическая ЦА связана с относительно быстрыми 
колебаниями АД. Система ЦА гасит эти колебания, что прояв-
ляется в наличии согласованности и фазового сдвига между 
колебаниями АД и ЛСК в артериях основания головного мозга. 
Спектральный анализ сигналов показал наличие четырех от-
носительно устойчивых колебаний: частоты сердечных сокра-
щений (0,65-1,4 Гц), дыхательных экскурсий (0,15-0,65 Гц), си-
стемных волн Майера (0,08-0,12 Гц) и внутричерепных В-волн 
(менее 0,05 Гц). Пример спектра сигнала показан на рисунке 1.
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Для реализации в системе мониторинга нами были разработа-
ны алгоритмы и программы для следующих методов: 
•	 метода, основанного на вычислении фазового сдвига меж-
ду АД и ЛСК на участках, для которых коэффициент когерент-
ности превышает 0.6 [9];
•	 метода, основанного на фазовом сдвиге вейвлет-коэф-
фициентов, в пространстве разложения, соответствующем 
М-волнам, при контроле когерентности сигналов в этом про-
странстве [15], [16];
•	 метода, использующего коэффициент взаимной корреля-
ции между АД и ЛСК.  
Эти методы рассматривают масштабно-инвариантные сигна-
лы, статистические свойства которых не меняются при измене-
нии масштаба временной оси. Поэтому эти методы обычно не 
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могут правильно показать взаимосвязь между сигналами с раз-
ным поведением масштабирования, что актуально, поскольку 
основная частота Майера может варьироваться в пределах 0,08-
0,12 Гц. В настоящем исследовании мы применяем мультифрак-
тальный анализ результатов измерения АД и ЛСК для расшире-
ния диагностических возможностей системы мониторинга [14]. 
Система может применяться в персонализированной медицине 
для расширенной диагностики, целевой терапии и профилак-
тики развития нарушений церебральной ауторегуляции.
Классические методы управления процессами ауторегуляции, 
использующие методы спектральной корреляции, не учитыва-
ют тот факт, что сигналы АД и ЛСК содержат области, в каждой 
из которых они обладают свойством самоподобия. Если пред-
ставить сигналы в виде разложения на участки с определенны-
ми локальными свойствами масштабирования, то количествен-
ным описанием таких сигналов является фрактальное разложе-
ние [17], [18]. Такое разложение дает возможность оценить ре-
гулярность сигнала [18]. Статистические свойства сигналов не 
должны изменяться при индивидуальных различиях частоты 
ауторегуляции исследуемого пациента, принадлежащей диа-
пазону волн Майера. Изменение частоты можно рассматривать 
как расширение или сужение оси времени. Классические мето-
ды не позволяют решить эту задачу достаточно просто. 
Цель исследования состоит в развитии методов обработки 
сигналов при неинвазивном мониторинге ЦА путем примене-
ния мультифрактального анализа, основанного на получении 
спектров Гёльдера сигналов и корреляционной размерности 
системы ЦА.

2. Метод, основанный на спектрах 
Гёльдера
Функция f в d-мерном евклидовом пространстве удовлетво-
ряет условию Гёльдера или непрерывна по Гёльдеру, когда су-
ществуют неотрицательные вещественные константы C, α>0, 
такие, что

для всех  и  в области определения функции   Число  называет-
ся показателем Гёльдера. Функция на отрезке, удовлетворяю-
щая условию , постоянна. Если , то функция удовлетворяет ус-
ловию Липшица. Для любого  из условия следует, что функция 
равномерно непрерывна.
Если    ограничена на ,  , ,  и ,  тогда существует константа  и 
многочлен  степени меньшей, чем  такой, что в окрестности  
выполняется условие:
 
Показатель Гёльдера функции  ‒ это функция , которая при ка-
ждом значении определяется по формуле:
                            
Для характеристики локальной регулярности сигналов АД 
и ЛСК использовались дискретные вейвлеты, позволяющие 
оценить показатель Гёльдера.
Для определения мультифрактальной структуры АД и ЛСК 
целесообразно применить метод максимумов модулей вей-
влет-преобразования (ММВП). Метод ММВП позволяет полу-
чать более устойчивые оценки распределения сингулярно-
стей сигналов. Метод ММВП интерпретируют как обобщение 
классических алгоритмов покрытия множества отсчетов сиг-

нала структурными элементами – вейвлетами [19-23]. Вейвле-
ты обладают рядом полезных свойств: хорошей частотно-вре-
менной локализацией, многообразием типов, быстрыми алго-
ритмами разложения.
Вейвлет-преобразование строится на основе вейвлет-функ-
ции  из пространства . При дискретном вейвлет-преобразо-
вании масштаб заменяет понятие частоты, применяемой в 
спектральном анализе. Для покрытия вейвлетами временной 
оси вводится сдвиг вейвлет-функций. Сдвинутые и масштаби-
рованные вейвлеты представляются функциями вида: , где b 
– сдвиг, a – масштаб. Дискретное вейвлет-преобразование дис-
кретизированной функции f(n) задается в виде:

Для мультифрактального анализа важной характеристикой 
является скелетон – линии локальных экстремумов функции   
для каждого значения масштабного коэффициента . Второй 
шаг алгоритма ММВП состоит в оценке  – масштабных характе-
ристик использующих экстремумы анализируемых сигналов. 
Для получения функций  при отрицательных значениях па-
раметра деформации q оценку получают посредством вычис-
ления максимальных значений модулей коэффициентов вей-
влет-преобразования вдоль каждой линии локальных экстре-
мумов l на всех масштабах:

где – множество всех линий l локальных максимумов модулей 
вейвлет-коэффициентов , существующих на масштабе ;  – дис-
кретный массив эмпирически устанавливаемых параметров 
деформации. Выражение (2) можно записать в обобщенном 
виде: 

откуда, выполнив построение зависимостей Z(a) для каждо-
го q в двойном логарифмическом масштабе, можно получить 
оценку масштабирующей экспоненты , которая имеет вид ли-
нейной зависимости для монофрактальных сигналов и нели-
нейной для мультифрактальных.
При определении фрактальной размерности пользуются ме-
тодом разбиения фрактала на определенное количество ячеек 
сколь угодно малого размера. Для регулярного однородного 
фрактала вероятности заселения ячеек , где  – (фрактальная 
размерность) представляет собой показатель степени. Для 
мультифрактала вероятности заселения ячеек  неодинаковы 
и показатель степени  может принимать разные значения сте-
пени  
Физический смысл функции  заключается в том, что она пред-
ставляет собой хаусдорфову размерность некого однородного 
фрактального подмножества  исходного множества , которое 
характеризуется одинаковыми вероятностями заполнения 
ячеек . Набор различных значений функции  и представляет 
собой спектр фрактальных размерностей. Гёльдеровская экс-
понента  характеризует мультифрактальный спектр.

Функция f в d-мерном евклидовом пространстве удовлетво-
ряет условию Гёльдера или непрерывна по Гёльдеру, когда 
существуют неотрицательные вещественные константы C, 
α>0, такие, что 

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦)| ≤ 𝐶𝐶‖𝑥𝑥 − 𝑦𝑦‖𝛼𝛼                                                           (2) 

для всех 𝑥𝑥 и 𝑦𝑦 в области определения функции  𝑓𝑓.  Число 𝛼𝛼 
называется показателем Гёльдера. Функция на отрезке, удо-
влетворяющая условию 𝛼𝛼 > 1, постоянна. Если 𝛼𝛼 = 1, то 
функция удовлетворяет условию Липшица. Для любого 𝛼𝛼 > 0 
из условия следует, что функция равномерно непрерывна. 

Если  𝑓𝑓(𝑥𝑥)  ограничена на ℛ, 𝑥𝑥0 ∈ ℛ , 𝑎𝑎 > 0,  и 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝐻𝐻𝛼𝛼(𝑥𝑥0),  то-
гда существует константа С > 0 и многочлен 𝑃𝑃 степени 
меньшей, чем 𝑎𝑎 такой, что в окрестности 𝑥𝑥0 выполняется 
условие: 

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑃𝑃(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)| ≤ 𝐶𝐶|𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0|𝛼𝛼                                              (3)
  

Показатель Гёльдера функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ‒ это функция ℎ𝑓𝑓(𝑥𝑥), ко-
торая при каждом значении 𝑥𝑥 определяется по формуле: 

ℎ𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝛼𝛼:  𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝐻𝐻𝛼𝛼(𝑥𝑥).                                                      (4)                              
Для характеристики локальной регулярности сигналов АД и 
ЛСК использовались дискретные вейвлеты, позволяющие 
оценить показатель Гёльдера. 
Для определения мультифрактальной структуры АД и ЛСК 
целесообразно применить метод максимумов модулей 
вейвлет-преобразования (ММВП). Метод ММВП позволяет  

получать более устойчивые оценки распределения сингу-
лярностей сигналов. Метод ММВП интерпретируют как 
обобщение классических алгоритмов покрытия множества 
отсчетов сигнала структурными элементами – вейвлетами 
[19-23]. Вейвлеты обладают рядом полезных свойств: хоро-
шей частотно-временной локализацией, многообразием ти-
пов, быстрыми алгоритмами разложения. 
Вейвлет-преобразование строится на основе вейвлет-
функции 𝜓𝜓(𝑡𝑡) из пространства 𝐿𝐿2(𝑅𝑅). При дискретном 
вейвлет-преобразовании масштаб заменяет понятие частоты, 
применяемой в спектральном анализе. Для покрытия 
вейвлетами временной оси вводится сдвиг вейвлет-функций. 
Сдвинутые и масштабированные вейвлеты представляются 
функциями вида: 𝜓𝜓 �𝑛𝑛−𝑏𝑏

𝑎𝑎
�, где b – сдвиг, a – масштаб. Дискрет-

ное вейвлет-преобразование дискретизированной функции 
f(n) задается в виде: 

𝑤𝑤(𝑎𝑎,𝑏𝑏) =  
1
√𝑎𝑎

 �𝑓𝑓(𝑛𝑛)𝜓𝜓 �
𝑛𝑛 − 𝑏𝑏
𝑎𝑎

�
𝑁𝑁

𝑛𝑛=1

.                                                         (5) 

Для мультифрактального анализа важной характеристикой 
является скелетон – линии локальных экстремумов функции 
𝑤𝑤(𝑎𝑎,𝑏𝑏)  для каждого значения масштабного коэффициента 𝑎𝑎. 
Второй шаг алгоритма ММВП состоит в оценке 𝑍𝑍(𝑞𝑞,𝑎𝑎) – мас-
штабных характеристик использующих экстремумы анали-
зируемых сигналов.  
Для получения функций 𝑍𝑍(𝑞𝑞,𝑎𝑎) при отрицательных значени-
ях параметра деформации q оценку получают посредством 
вычисления максимальных значений модулей коэффициен-
тов вейвлет-преобразования вдоль каждой линии локальных 
экстремумов l на всех масштабах: 

𝑍𝑍(𝑞𝑞,𝑎𝑎) = � (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠|𝑤𝑤(𝑎𝑎′, 𝑥𝑥𝑙𝑙(𝑎𝑎′))|)𝑞𝑞
𝑙𝑙∈𝐿𝐿(𝑎𝑎)

                                  (6) 

где 𝐿𝐿(𝑎𝑎) – множество всех линий l локальных максимумов 
модулей вейвлет-коэффициентов 𝑤𝑤(𝑎𝑎,𝑏𝑏), существующих на 
масштабе 𝑎𝑎; 𝑞𝑞 – дискретный массив эмпирически устанавли-
ваемых параметров деформации. Выражение (2) можно запи-
сать в обобщенном виде:  

𝑍𝑍(𝑞𝑞,𝑎𝑎) ∝ 𝑎𝑎𝜏𝜏(𝑞𝑞)         
откуда, выполнив построение зависимостей Z(a) для каждого 
q в двойном логарифмическом масштабе, можно получить 
оценку масштабирующей экспоненты 𝜏𝜏(𝑞𝑞), которая имеет 
вид линейной зависимости для монофрактальных сигналов и 
нелинейной для мультифрактальных. 
При определении фрактальной размерности пользуются 
методом разбиения фрактала на определенное количество 
ячеек сколь угодно малого размера. Для регулярного одно-
родного фрактала вероятности заселения ячеек P𝑖𝑖(ε) ≈ ε𝛼𝛼𝑖𝑖, 
где 𝛼𝛼 – (фрактальная размерность) представляет собой пока-
затель степени. Для мультифрактала вероятности заселения 
ячеек 𝑠𝑠𝑖𝑖 неодинаковы и показатель степени 𝛼𝛼 может прини-
мать разные значения степени 𝑓𝑓(𝛼𝛼): 𝑁𝑁(𝛼𝛼) = 𝜀𝜀−𝑓𝑓(𝛼𝛼). 
Физический смысл функции 𝑓𝑓(𝛼𝛼) заключается в том, что она 
представляет собой хаусдорфову размерность некого одно-
родного фрактального подмножества 𝐿𝐿(𝛼𝛼) исходного множе-
ства 𝑳𝑳, которое характеризуется одинаковыми вероятностя-
ми заполнения ячеек P𝑖𝑖(ε) ≈ ε𝛼𝛼 . Набор различных значений 
функции 𝑓𝑓(𝛼𝛼) и представляет собой спектр фрактальных 
размерностей. Гёльдеровская экспонента 𝛼𝛼 характеризует 
мультифрактальный спектр. 

 

 
3. Экспериментальное исследование диагностической 
ценности характеристик мультифрактальных спектров 
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3. Экспериментальное исследование 
диагностической ценности 
характеристик мультифрактальных 
спектров

Проведем мультифрактальный анализ сигналов ЛСК и АД, в 
рамках которого определим показатель регулярности Гель-
дера этих сигналов. Показатель регулярности Гельдера может 
сильно варьироваться от точки к точке, точечная регуляр-
ность численно нестабильна и не дает полезной информации. 
Поэтому целесообразно получить информацию о некотором 
наборе точек, в которых показатель регулярности прини-
мает более устойчивое значение. Эта величина известна как 
хаусдорфова размерность. При мультифрактальном подходе 
сигнал характеризуется спектром признаков, или мультиф-
рактальным спектром (МФС)  который является результатом 
анализа сигналов ЛСК и АД. В [22], [24] показано, что мультиф-
ракталы на основе вейвлетов дают более точные результаты, 

если они построены на лидерах вейвлетов, а не непосред-
ственно на вейвлет-коэффициентах.
Экспоненциальная масштабирующая функция  зависит от мас-
штабного коэффициента. Значение определяется по наклону 
линии, представленной в двойном логарифмическом масшта-
бе. Поведение скейлинговой функции  зависит от наличия 
мультифрактальной структуры сигнала. График масштаби-
рующей функции позволяет определить, является ли сигнал 
монофрактальным или мультифрактальным. Сигнал является 
монофрактальным, если линейно по , и мультифрактальным, 
если  нелинейно по 
Изучение алгоритма проводилось с целью определения вли-
яния ряда факторов на характеристики МФС для ЛСК и АД и 
диагностики состояния церебральной ауторегуляции. Для 
анализа использовались непрерывные записи АД и ЛСК в обе-
их средних мозговых артериях в течение 6-20 минут у здоро-
вых добровольцев и пациентов с нарушением ауторегуляции 
в покое и при гипервентиляционной пробе, что приводило к 
достоверному увеличению скорости ауторегуляции.
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Р и с. 2. Гельдеровский (мультифрактальный) спектр для здорового добровольца а) мультифрактальный спектр распределение показателей 
масштабирования для сигналов ЛСК (BFV) и АД (BP); б) масштабированные показатели в зависимости от статистических моментов

F i g. 2. Hölder (multifractal) spectrum for a healthy volunteer а) multifractal spectrum D(h): distribution of scaling factors for BFV and BP signals;
б) scaled indicators depending on the statistical moments

𝑎𝑎) б)
Р и с. 3. Пациент с артериовенозной мальформацией левой 
артерии
а) МФС D(h): распределение показателей масштабирования 
для сигналов ЛСК (BFV) и АД (BP); 
б) масштабированные показатели в зависимости от момен-
тов 𝜅𝜅1,𝜅𝜅2 , 𝜅𝜅3.. 
F i g. 3. Patient with arteriovenous malformation of the left artery
а) Myofascial pain syndrome D(h): distribution of scaling factors 
for BFV and BP signals;
б) scaled indicators depending on the moments 𝜅𝜅1, 𝜅𝜅2 , 𝜅𝜅3..

МФС сигналов ЛСК и АД у больного с артериовеноз-
ной мальформацией левой артерии получены в условиях 
форсированного равномерного дыхания, представленные на 
рисунке 3а. Этот сигнал также является мультифрактальным, 
диапазон показателей степени h составляет от 0,18 до 0,58 
для ЛСК (слева), от 0,15 до 0,65 для ЛСК (справа) и от 0,18 до 
0,84 для АД. График показателей масштабирования (рис. 3б), 
показывает мультифрактальность сигналов. Значения куму-
лянт: 𝜅𝜅1 = [0.2724   -0.0954   -0.0240]; 𝜅𝜅2  =  [0.2922   -0.1502   -
0.0529]; 𝜅𝜅3  = [0.3258   -0.1513   -0.0693].

a) б)
Р и с. 4. Больной с артериовенозным тромбозом правого по-
лушария
а) МФС ЛСК (BFV) и АД (BP) D(h): распределение показателей 
масштабирования для сигналов ЛСК (BFV) и АД (BP);   б)
масштабированные показатели в зависимости от моментов 
𝜅𝜅1,𝜅𝜅2 , 𝜅𝜅3
F i g. 4. A patient with arteriovenous thrombosis of the right hemi-
sphere
а) Myofascial pain syndrome BFV and BP D(h): distribution of 
scaling factors for BFV and BP signals
б) Scaled indicators depending on the moments 𝜅𝜅1,𝜅𝜅2 , 𝜅𝜅3
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Р и с. 3. Пациент с артериовенозной мальформацией левой артерии а) МФС D(h): распределение показателей масштабирования для сигналов ЛСК (BFV) 
и АД (BP);  б) масштабированные показатели в зависимости от моментов κ1, κ2.

F i g. 3. Patient with arteriovenous malformation of the left artery а) Myofascial pain syndrome D(h): distribution of scaling factors for BFV and BP signals;
б) scaled indicators depending on the moments κ1, κ2.

Проведем мультифрактальный анализ сигналов ЛСК и АД, в 
рамках которого определим показатель регулярности Гель-
дера этих сигналов. Показатель регулярности Гельдера мо-
жет сильно варьироваться от точки к точке, точечная регу-
лярность численно нестабильна и не дает полезной инфор-
мации. Поэтому целесообразно получить информацию о не-
котором наборе точек, в которых показатель регулярности 
принимает более устойчивое значение. Эта величина извест-
на как хаусдорфова размерность 𝐷𝐷. При мультифрактальном 
подходе сигнал характеризуется спектром признаков, или 
мультифрактальным спектром (МФС) 𝐷𝐷(ℎ), который являет-
ся результатом анализа сигналов ЛСК и АД. В [22], [24] пока-
зано, что мультифракталы на основе вейвлетов дают более 
точные результаты, если они построены на лидерах вейвле-
тов, а не непосредственно на вейвлет-коэффициентах.
Экспоненциальная масштабирующая функция 𝜏𝜏(𝑞𝑞) зависит 
от масштабного коэффициента 𝑞𝑞. Значение 𝑞𝑞 определяется 
по наклону линии, представленной в двойном логарифмиче-
ском масштабе. Поведение скейлинговой функции 𝜏𝜏(𝑞𝑞) зави-
сит от наличия мультифрактальной структуры сигнала. Гра-
фик масштабирующей функции позволяет определить, явля-
ется ли сигнал монофрактальным или мультифрактальным. 
Сигнал является монофрактальным, если 𝜏𝜏(𝑞𝑞) линейно по 𝑞𝑞, и 
мультифрактальным, если 𝜏𝜏(𝑞𝑞) нелинейно по 𝑞𝑞.
Изучение алгоритма проводилось с целью определения вли-
яния ряда факторов на характеристики МФС для ЛСК и АД и 
диагностики состояния церебральной ауторегуляции. Для 
анализа использовались непрерывные записи АД и ЛСК в 
обеих средних мозговых артериях в течение 6-20 минут у 
здоровых добровольцев и пациентов с нарушением ауторе-
гуляции в покое и при гипервентиляционной пробе, что при-
водило к достоверному увеличению скорости ауторегуляции.

Р и с. 2. Гельдеровский (мультифрактальный) спектр для здорового добровольца
а) мультифрактальный спектр 𝐷𝐷(ℎ): распределение показателей масштабирования для сигналов ЛСК (BFV) и АД (BP); б) мас-

штабированные показатели в зависимости от статистических моментов
F i g. 2. Hölder (multifractal) spectrum for a healthy volunteer
а) multifractal spectrum  D(h): distribution of scaling factors for BFV and BP signals;
б) scaled indicators depending on the statistical moments
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Проведем мультифрактальный анализ сигналов ЛСК и АД, в 
рамках которого определим показатель регулярности Гель-
дера этих сигналов. Показатель регулярности Гельдера мо-
жет сильно варьироваться от точки к точке, точечная регу-
лярность численно нестабильна и не дает полезной инфор-
мации. Поэтому целесообразно получить информацию о не-
котором наборе точек, в которых показатель регулярности 
принимает более устойчивое значение. Эта величина извест-
на как хаусдорфова размерность 𝐷𝐷. При мультифрактальном 
подходе сигнал характеризуется спектром признаков, или 
мультифрактальным спектром (МФС) 𝐷𝐷(ℎ), который являет-
ся результатом анализа сигналов ЛСК и АД. В [22], [24] пока-
зано, что мультифракталы на основе вейвлетов дают более 
точные результаты, если они построены на лидерах вейвле-
тов, а не непосредственно на вейвлет-коэффициентах.
Экспоненциальная масштабирующая функция 𝜏𝜏(𝑞𝑞) зависит 
от масштабного коэффициента 𝑞𝑞. Значение 𝑞𝑞 определяется 
по наклону линии, представленной в двойном логарифмиче-
ском масштабе. Поведение скейлинговой функции 𝜏𝜏(𝑞𝑞) зави-
сит от наличия мультифрактальной структуры сигнала. Гра-
фик масштабирующей функции позволяет определить, явля-
ется ли сигнал монофрактальным или мультифрактальным. 
Сигнал является монофрактальным, если 𝜏𝜏(𝑞𝑞) линейно по 𝑞𝑞, и 
мультифрактальным, если 𝜏𝜏(𝑞𝑞) нелинейно по 𝑞𝑞.
Изучение алгоритма проводилось с целью определения вли-
яния ряда факторов на характеристики МФС для ЛСК и АД и 
диагностики состояния церебральной ауторегуляции. Для 
анализа использовались непрерывные записи АД и ЛСК в 
обеих средних мозговых артериях в течение 6-20 минут у 
здоровых добровольцев и пациентов с нарушением ауторе-
гуляции в покое и при гипервентиляционной пробе, что при-
водило к достоверному увеличению скорости ауторегуляции.
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штабированные показатели в зависимости от статистических моментов
F i g. 2. Hölder (multifractal) spectrum for a healthy volunteer
а) multifractal spectrum  D(h): distribution of scaling factors for BFV and BP signals;
б) scaled indicators depending on the statistical moments
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тельно короткий интервал времени, показаны на рисунке 2а. Сигнал можно отнести к мультифрактальным, имеющим диапазон 
значений h от 0,08 до 0,8 для ЛСК левой и правой артерий и от 0,1 до 0,8 для АД. Мультифрактальный спектр отвечает правилу
нелинейного масштабирования, поскольку график скейлинговых показателей (рис. 2б) демонстрирует нелинейность. Этот факт
подтверждает предположение о мультифрактальности сигналов. Значения кумулянт спектра для трех сигналов ЛСК(слева),  
ЛСК(справа) и  АД представлены векторами: 𝜅𝜅1 = [0.2270   -0.0678    0.0182] первого порядка; 𝜅𝜅2  =  [0.2244   -0.0694    0.0184] вто-
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Спектры D(h) сигналов ЛСК и АД здорового добровольца были 
получены в условиях гипервентиляционной пробы за отно-
сительно короткий интервал времени, показаны на рисунке 
2а. Сигнал можно отнести к мультифрактальным, имеющим 
диапазон значений h от 0,08 до 0,8 для ЛСК левой и правой 
артерий и от 0,1 до 0,8 для АД. Мультифрактальный спектр 
отвечает правилу нелинейного масштабирования, посколь-
ку график скейлинговых показателей (рис. 2б) демонстриру-
ет нелинейность. Этот факт подтверждает предположение о 
мультифрактальности сигналов. Значения кумулянт спектра 
для трех сигналов ЛСК(слева),  ЛСК(справа) и  АД представле-
ны векторами: κ1 = [0.2270   -0.0678    0.0182] первого порядка; 

κ2  =  [0.2244   -0.0694    0.0184] второго порядка; κ3  = [ 0.2269   
-0.0810    0.0678] третьего порядка.
МФС сигналов ЛСК и АД у больного с артериовенозной маль-
формацией левой артерии получены в условиях форсирован-
ного равномерного дыхания, представленные на рисунке 3а. 
Этот сигнал также является мультифрактальным, диапазон 
показателей степени h составляет от 0,18 до 0,58 для ЛСК (сле-
ва), от 0,15 до 0,65 для ЛСК (справа) и от 0,18 до 0,84 для АД. 
График показателей масштабирования (рис. 3б), показывает 
мультифрактальность сигналов. Значения кумулянт:  = [0.2724   
-0.0954   -0.0240];   =  [0.2922   -0.1502   -0.0529];   = [0.3258   
-0.1513   -0.0693].

𝑎𝑎) б)
Р и с. 3. Пациент с артериовенозной мальформацией левой 
артерии
а) МФС D(h): распределение показателей масштабирования 
для сигналов ЛСК (BFV) и АД (BP); 
б) масштабированные показатели в зависимости от момен-
тов 𝜅𝜅1,𝜅𝜅2 , 𝜅𝜅3.. 
F i g. 3. Patient with arteriovenous malformation of the left artery
а) Myofascial pain syndrome D(h): distribution of scaling factors 
for BFV and BP signals;
б) scaled indicators depending on the moments 𝜅𝜅1, 𝜅𝜅2 , 𝜅𝜅3..

МФС сигналов ЛСК и АД у больного с артериовеноз-
ной мальформацией левой артерии получены в условиях 
форсированного равномерного дыхания, представленные на 
рисунке 3а. Этот сигнал также является мультифрактальным, 
диапазон показателей степени h составляет от 0,18 до 0,58 
для ЛСК (слева), от 0,15 до 0,65 для ЛСК (справа) и от 0,18 до 
0,84 для АД. График показателей масштабирования (рис. 3б), 
показывает мультифрактальность сигналов. Значения куму-
лянт: 𝜅𝜅1 = [0.2724   -0.0954   -0.0240]; 𝜅𝜅2  =  [0.2922   -0.1502   -
0.0529]; 𝜅𝜅3  = [0.3258   -0.1513   -0.0693].

a) б)
Р и с. 4. Больной с артериовенозным тромбозом правого по-
лушария
а) МФС ЛСК (BFV) и АД (BP) D(h): распределение показателей 
масштабирования для сигналов ЛСК (BFV) и АД (BP);   б)
масштабированные показатели в зависимости от моментов 
𝜅𝜅1,𝜅𝜅2 , 𝜅𝜅3
F i g. 4. A patient with arteriovenous thrombosis of the right hemi-
sphere
а) Myofascial pain syndrome BFV and BP D(h): distribution of 
scaling factors for BFV and BP signals
б) Scaled indicators depending on the moments 𝜅𝜅1,𝜅𝜅2 , 𝜅𝜅3
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Р и с. 4. Больной с артериовенозным тромбозом правого полушария
а) МФС ЛСК (BFV) и АД (BP) D(h): распределение показателей масштабирования для сигналов ЛСК (BFV) и АД (BP);   б) масштабированные показатели в 

зависимости от моментов κ1, κ2
F i g. 4. A patient with arteriovenous thrombosis of the right hemisphere

а) Myofascial pain syndrome BFV and BP D(h): distribution of scaling factors for BFV and BP signals
б) Scaled indicators depending on the moments κ1, κ2

Другой пример сигналов МФС ЛСК и АД у больного с тромбо-
зом правой артерии показан на рисунке 4. График на рисун-
ке 4а подтверждает мультифрактальность сигнала, диапазон 
значений показателя h от 0,25 до 0,80 для ЛСК левой артерии, 
от 0,3 до 0,62 для ЛСК правой артерии и от 0,25 до 0,91 для АД. 
График показателей масштабирования, показанный на рисун-
ке 4б, и кумулянтные значения: κ1 = [0.3050   -0.1376    0.0115];   
κ2 = [0.2868   -0.0777    0.0118]; κ3 = [0.3281   -0.1417   -0.0008]. 
показать мультифрактальность сигналов.
Сигналы ЛСК и АД для здоровых добровольцев и для пациен-
тов являются антиперсистентными. МФС здорового добро-
вольца и пациентов имеют разную ширину и форму. Различия 
в МФС могут разделять группы здоровых и больных. Значи-
тельное изменение уменьшение ширины мультифрактально-
го спектра является признаком дисфункции у пациентов. 
Кумулянты первого порядка, характеризующие максимум 
МФС, для ЛСК, κ1 =(0.2270 ; 0.2244)  и для АД κ1 = 0.2269 , по-
лученные для здорового волонтера имеют практически оди-
наковые значения. Кумулянты второго порядка, характери-
зующие ширину МФС также практически совпадают для ЛСК, 
κ2=(-0.0678; -0.0694 -0.0890), но несколько отличаются для АД 
κ1 = -0.0810.

Для пациента с артериовенозной мальформацией левого полу-
шария наблюдается сужение МФС ЛСК (слева), и соответству-
ющее уменьшение кумулянты второго порядка κ2 = [ -0.0954;
-0.1502; -0.1513]. 
Для пациента с артериовенозным тромбозом правого полу-
шария видно сужение МФС ЛСК (справа), и соответствующее 
уменьшение кумулянты второго порядка κ2 = [-0.1376 -0.0777
-0.1417].
Рассмотрим чувствительность метода мультифрактального 
анализа с использованием вейвлет-лидеров к нарушению ЦА 
Для этого используются тестовые сигналы ЛСК и АД, содер-
жащие искусственное кратковременное возмущение в интер-
вале времени от 12 до 14 минут, полученные для здорового 
добровольца. Для определения чувствительности результатов 
мультифрактального анализа к лидерам вейвлет-функций, по-
лученных в области частот волн Майера, были использованы 
результаты эксперимента, проведенного на здоровом добро-
вольце. В этом эксперименте в интервале времени от 12 до 14 
минут воспроизводили гипервентиляцию легких, искусствен-
но усиливающую ауторегуляцию мозгового кровообращения. 
Волны Майера, отражающие процесс саморегуляции, должны 
быть видны на уровнях L8-L10 вейвлет-разложения. Лидеры 
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вейвлетов позволяют получить более стабильные результаты 
мультифрактального анализа [15], [16] и повысить чувстви-
тельность к нарушениям ауторегуляции. Процесс саморегу-
ляции осуществляется волнами Майера, частотный диапазон 
которых составляет 0,08-0,12 Гц. Этот диапазон соответствует 

уровням детализации вейвлет-разложения L8-L10. На рисунке 
5 точками показаны значения старших коэффициентов вей-
влет-коэффициентов для двух типов вейвлет-базиса: ортого-
нальных вейвлетов Добеши db-8 и биортогональных вейвле-
тов bior-1.

Р и с. 5. Лидеры вейвлет-коэффициентов на уровнях 
разложения L8, L10

а) Ортогональный вейвлет Добеши (db8); б) Биорто-
гональный вейвлет (биор-1.5)
F i g. 5. Leaders of the wavelet coefficients at the decomposition 
levels L8, L10
а) Orthogonal Daubechies wavelet (db8); б) Biorthogonal wavelet 
(bior-1.5)

Лидеры вейвлетов оказались чувствительными к тесту, 
направленному на изменение ауторегуляции кровообраще-
ния у здорового добровольца [25].
Для выполнения вейвлет-преобразования и определения 
лидеров можно использовать как непрерывное, так и дис-
кретное вейвлет-преобразование. Поскольку для работы в 
реальном времени важны быстрые преобразования, лучше 
выбрать дискретное преобразование, которое выполняется с 
использованием коротких фильтров. Рассмотрим семейство 
вейвлетов Добеши, симлетов, койфлетов, биортогональных и 
Фейера-Коровкина. Вейвлеты имеют разную длину фильтра, 
что также влияет на результаты анализа.
Анализ показал, что использование вейвлетов разных се-
мейств существенно влияет на чувствительность алгоритма. 
Использование более длинных фильтров влияет на чувстви-
тельность лидеров вейвлетов к тесту. Использование 
биортогональных вейвлетов дает более широкую MFS, чем 
другие основания.  

Заключение

В современной медицине стремительно растет объем персо-
нализированных данных. То доступность этих измерений 
открывает огромные перспективы как для диагностики, так 
и для лечения заболеваний. Однако сложность данных и их 
вариабельность между пациентами приводит к значитель-
ным проблемам их использования в медицине. Вычисли-
тельные модели обеспечивают основу для анализа персона-
лизированных и общих данных путем использования ма-
шинного обучения.
Мультифрактальный анализ сигналов ЛСК и АД, характери-
зующих ауторегуляцию мозгового кровообращения, позво-
ляет определять характер нарушения процессов ауторегуля-
ции у пациентов. Этот метод может быть использован 
наравне с другими известными методами, основанными на 
вычислении взаимной корреляции и взаимных спектров 
Фурье между сигналами ЛСК и АД. 
Фрактальные методы могут быть применены к сигналам без 
характеристической шкалы, которые инвариантны к мас-
штабу. Классическим методам обработки сигналов не всегда 
удается соответственно описать эти сигналы или показать 
различия между сигналами с различным поведением мас-
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Р и с. 5. Лидеры вейвлет-коэффициентов на уровнях разложения L8, L10
а) Ортогональный вейвлет Добеши (db8); б) Биортогональный вейвлет (биор-1.5)

F i g. 5. Leaders of the wavelet coefficients at the decomposition levels L8, L10
а) Orthogonal Daubechies wavelet (db8); б) Biorthogonal wavelet (bior-1.5)

Лидеры вейвлетов оказались чувствительными к тесту, на-
правленному на изменение ауторегуляции кровообращения у 
здорового добровольца [25].
Для выполнения вейвлет-преобразования и определения ли-
деров можно использовать как непрерывное, так и дискретное 
вейвлет-преобразование. Поскольку для работы в реальном 
времени важны быстрые преобразования, лучше выбрать дис-
кретное преобразование, которое выполняется с использова-
нием коротких фильтров. Рассмотрим семейство вейвлетов 
Добеши, симлетов, койфлетов, биортогональных и Фейера-Ко-
ровкина. Вейвлеты имеют разную длину фильтра, что также 
влияет на результаты анализа.
Анализ показал, что использование вейвлетов разных се-
мейств существенно влияет на чувствительность алгоритма. 
Использование более длинных фильтров влияет на чувстви-
тельность лидеров вейвлетов к тесту. Использование биор-
тогональных вейвлетов дает более широкую MFS, чем другие 
основания.

Заключение

В современной медицине стремительно растет объем персона-
лизированных данных. То доступность этих измерений откры-
вает огромные перспективы как для диагностики, так и для ле-
чения заболеваний. Однако сложность данных и их вариабель-
ность между пациентами приводит к значительным проблемам 
их использования в медицине. Вычислительные модели обе-
спечивают основу для анализа персонализированных и общих 
данных путем использования машинного обучения.

Мультифрактальный анализ сигналов ЛСК и АД, характеризу-
ющих ауторегуляцию мозгового кровообращения, позволяет 
определять характер нарушения процессов ауторегуляции 
у пациентов. Этот метод может быть использован наравне с 
другими известными методами, основанными на вычислении 
взаимной корреляции и взаимных спектров Фурье между сиг-
налами ЛСК и АД.
 Фрактальные методы могут быть применены к сигналам без 
характеристической шкалы, которые инвариантны к мас-
штабу. Классическим методам обработки сигналов не всегда 
удается соответственно описать эти сигналы или показать 
различия между сигналами с различным поведением масшта-
бирования. В этих случаях фрактальный анализ может иметь 
уникальное значение. 
Механизм авторегуляции основан на волнах Мейера, которые 
отражаются на лидерах вейвлетов на уровнях разложения L8-
L10. Проведенный эксперимент с гипервентиляцией позволил 
сделать вывод о хорошей чувствительности вейвлет-лидеров 
к процессам ауторегуляции. Чувствительность зависит от вы-
бора базиса вейвлета. Мы определили, что основания, связан-
ные с более длинными фильтрами разложения, имеют более 
высокую чувствительность. Обычно рекомендуемые биорто-
гональные базы (bior1.5) менее чувствительны в случае ана-
лиза ауторегуляции.
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