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Аннотация
В этой работе мы используем численные методы с использованием неравномерной сетки 
Шишкина для анализа длин очередей масштабируемой во времени системы массового обслу-
живания M / M / n при n →∞ , для которой имеется пуассоновский входящий поток заявок 
с интенсивностью nλ и временем обслуживания 1τ µ−= , где µ  - параметр интенсивности 
обслуживания. Система массового обслуживания реализует дисциплину обслуживания таким 
образом, что для каждой входящей заявки обеспечивается случайный выбор m  любых прибо-
ров и  среди них выбирается (1 )s s m≤ ≤  приборов, которые имеют самую короткую очередь. 
Динамика такой системы массового обслуживания может быть описана с помощью функции 
кратчайшей очереди , ( ) ( 0,1, 2, ; , 1, 2,  ;1 )s m

ku t k s m s m= … = … ≤ ≤ , которая может быть най-
дена путем решения системы дифференциальных уравнений бесконечного порядка, которая 
может быть получена с использованием подхода, который подразумевает использование це-
пей Маркова. Для этой системы дифференциальных уравнений бесконечного порядка, которую 
можно отнести к системе дифференциальных уравнений тихоновского типа, формулируется 
сингулярно возмущенная задача Коши с малым параметром. Для системы дифференциальных 
уравнений этой задачи Коши используется процедура усечения, которая позволяет получить 
сингулярно возмущенную усеченную задачу Коши для системы дифференциальных уравнений 
конечного порядка тихоновского типа. Для численного анализа решений усеченной задачи 
Коши применяется неоднородная сеточная схема Шишкина высокого порядка. Эта схема де-
монстрирует хорошую сходимость решений сингулярно возмущенной усеченной задачи Коши, 
когда малый параметр стремится к нулю. Результаты численного анализа решений усеченной 
задачи Коши показывают, что масштабируемая во времени система массового обслуживания 
может справляться с интенсивным входящим потоком заявок.
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Abstract
In this paper, we use numerical methods using an uneven Shishkin grid to analyze the queue lengths 
of a time-scalable queuing system M / M / n  ( n →∞ ) for which there is a Poisson incoming flow of 
requests with an intensity nλ  and service time 1τ µ−= , where µ  is the service intensity parameter. 
The queuing system implements the service discipline in such a way that a random selection of any
m servers is provided for each incoming request and among them (1 )s s m≤ ≤  servers that have 
the shortest queue are selected. The dynamics of such a queuing system can be described using the 
shortest queue function , ( ) ( 0,1, 2, ; , 1, 2,  ;1 )s m

ku t k s m s m= … = … ≤ ≤ , which can be found by 
solving a system of differential equations of infinite order, which can be obtained using an approach that 
involves the use of Markov chains. For this system of differential equations of infinite order, which can 
be attributed to a system of differential equations of the Tikhonov type, a singularly perturbed Cauchy 
problem with a small parameter is formulated. For the system of differential equations of this Cauchy 
problem, a truncation procedure is used, which allows us to obtain a singularly perturbed truncated 
Cauchy problem for a system of differential equations of finite order of Tikhonov type. For the numerical 
analysis of solutions to the truncated Cauchy problem, a non-uniform high-order Shishkin grid scheme 
is used. This scheme demonstrates good convergence of solutions to the singularly perturbed truncated 
Cauchy problem when the small parameter tends to zero. The results of numerical analysis of solutions 
to the truncated Cauchy problem show that a time-scalable queuing system can cope with an intensive 
incoming flow of applications.

Keywords: numerical methods in queuing theory, non-uniform grid scheme, systems of differential 
equations of infinite order, small parameter, counting Markov chains, time-scalable queuing systems

Funding: The publication was supported by the RUDN University Strategic Academic Leadership 
Program (Grant recipient S. A. Vasiliev, development of a mathematical model, implementation of a 
numerical scheme, numerical analysis).

Conflict of interests: The authors declare no conflict of interest.

For citation: Bouatta M.A., Vasilyev S.A., Kanzitdinov S.K., Tsareva G.O. Numerical Analysis of the 
Shortest Queue Problem for a Time-Scalable Queuing System with a Small Parameter on a Non-Uniform 
Grid Scheme. Modern Information Technologies and IT-Education. 2022;18(3):496-506. doi: https://doi.
org/10.25559/SITITO.18.202203.496-506



498 ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ИНФОРМАТИКИ, ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ,  
КОМПЬЮТЕРНЫХ НАУК И КОГНИТИВНО-ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ

А. М. Буатта, С. А. Васильев, 
С. К. Канзитдинов, Г. О. Царева

Том 18, № 3. 2022          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

Современные 
информационные 
технологии 
и ИТ-образование

Введение

Исследование масштабируемых во времени систем массового 
обслуживания (Time-Scalable Queuing System, TSQS) с большим 
количеством обслуживающих приборов чрезвычайно важно, 
так как развитие сетей 5G/6G и Интернета вещей (IoT) ставит 
проблему анализа учтойчивости работы таких систем, кото-
рая может быть решена с использованием не только аналити-
ческих методов [1-5], но и с использованием числовых мето-
дов [6-12].
В этой связи большой интерес представляют исследования 
TSQS со сложными дисциплинами обслуживания [13-15], кото-
рые приводят к анализу поведения решений задач Коши для  
систем обыкновенных дифференциальных уравнений беско-
нечного порядка.
Также необходимо отметить, что проблема масштабирова-
ния во времени TSQS представляет особый интерес [4], [15], 
[16] так как имеется возможность рассмотреть и исследовать 
свойства преобразований решений дифференциальных урав-
нений, которые описывают динамику таких систем, как преоб-
разования подобия, которое образует группу. 
Применение методов масштабирования во временим часто ас-
социируются с использованием малого параметра при анали-
зе решений для моделей TSQS [17-21]. В свзи с этим в послед-
нее время большое внимане привлекают методы численного 
анализа решений дифференциальных уравнений сингулярно 
возмущенных систем дифференциальных уравнений, которые 
используют модифицированне  методы на неоднородных сет-
ках [22-25].
В этой работе мы используем подход Добрушина1 для иссле-
дования TSQS и привлекаем численные методы с использо-
ванием неравномерной сетки Шишкина для анализа длин 
очередей масштабируемой во времени системы массового 
обслуживания M / M / n  при n →∞ , для которой имеет-
ся пуассоновский входящий поток заявок с интенсивностью
nλ и временем обслуживания 1,τ µ−=  где µ - параметр 
интенсивности обслуживания. Система массового обслужи-
вания реализует дисциплину обслуживания таким образом, 
что для каждой входящей заявки обеспечивается случай-
ный выбор m  любых приборов и среди них выбирается 

(1 )s s m≤ ≤  приборов, которые имеют самую короткую оче-
редь. Динамика такой системы массового обслуживания мо-
жет быть описана с помощью функции кратчайшей очереди 

, ( ) ( 0,1, 2, ; , 1, 2, ;1 ),s m
ku t k s m s m= … = … ≤ ≤ которая мо-

жет быть найдена путем решения системы дифференциаль-
ных уравнений бесконечного порядка, которая может быть 
получена с использованием подхода, который подразумевает 
использование цепей Маркова. Для этой системы дифферен-
циальных уравнений бесконечного порядка, которую можно 
отнести к системе дифференциальных уравнений тихонов-
ского типа, формулируется сингулярно возмущенная задача 
Коши с малым параметром. Для системы дифференциальных 
уравнений этой задачи Коши используется процедура усече-
ния, которая позволяет получить сингулярно возмущенную 
усеченную задачу Коши для системы дифференциальных 

1 Vvedenskaya N. D., Suhov Yu. M. Dobrushin's Mean-Field Approximation for a Queue With Dynamic Routing // Markov Processes and Related Fields. 1997. Vol. 3, issue 
4. P. 493-526. URL: http://math-mprf.org/journal/articles/id796 (дата обращения: 30.08.2022).

уравнений конечного порядка тихоновского типа. Для числен-
ного анализа решений усеченной задачи Коши применяется 
неоднородная сеточная схема Шишкина высокого порядка. 
Эта схема демонстрирует хорошую сходимость решений син-
гулярно возмущенной усеченной задачи Коши, когда малый 
параметр стремится к нулю 0ε → . Результаты численного 
анализа решений усеченной задачи Коши показывают, что 
масштабируемая во времени система массового обслуживания 
может справляться с интенсивным входящим потоком заявок.

Масштабируемые во времени системы 
массового обслуживания 
Мы рассматриваем масштабируемую во времемени систему 
массового обслуживания nS  (Time-Scalable Queuing System, 
TSQS) M / M / n  при n →∞  с дисциплиной FCFS, при усло-
вии, что что существует пуассоновский входящий поток зая-
вок с интенсивностью nλ  и каждый прибор обслуживает за-
явки с экспоненциально распределенным средним временем 
обслуживания = 1/τ µ , где параметр µ  - параметр интен-
сивности обслуживания. 
Предположим, что имеется возможность немедленно случай-
ным образом выбрать m  приборов для каждой поступившей 
заявки в момнт ее поступления и немедлено выбрать один 
прибор из выбранных m  приборов, которые имеет самую ко-
роткую длину очереди s  в момент выбора, после чего посту-
пившую заявку имеется возможность немедлено отправить 
для обслуживания на выбранный прибор. Если окажется, что 
существует более одного прибора с наименьшим размером 
очереди, то случайным образом выбирается один из них. 
Пусть имеется последовательность функций 

{ }, ,

=0
= ( )s m s m

k k
u u t

∞
, где функции , ( )s m

ku t  ‒ доля приборов, 
длина очереди обслуживания на которых  не менее k и выпол-
няются следующие соотношения 

, , ,
0 11 ( ) ( ) ( )s m s m s m

ku t u t u t≥ ≥ ≥ ≥ ≥  ,
, ,( ) = / ,s m s m

k ku t nζ  ,0 s m
k nζ≤ ≤  ( { }, = 0,1,2,k Z Z+ +∈  ,

{ }, , = 1,2,s m N N∈  ),
и имеет место сходимость сумм ,

=1
( ) <s m

kk
u t∞

∞∑  для любых 
0t ≥ .

Как было показано -, элементы последовательности 
{ } =0

( ) = ( )k ku t u t ∞
 становятся  детерминированным в пределе 

n →∞  и динамика TSQS описывается решениями системы 
дифференциальных уравнений бесконечного порядка, кото-
рая имеет следующий вид: 

( ) ( )
,

0

, , , , ,
1 , 1 ,

,

( ) = 1,

( ) = ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) , 1, 0,

(0) = 0, 1,

s m

s m s m s m s m s m
k k k s m k s m k

s m
k k

u t

u t u t u t h u t h u t k t

u g k

µ λ+ −


 − + − ≥ ≥
 ≥ ≥



     (1)

где { } =0
= ( )k kkg g g R∞ ∈


 ( 0 1= 1, k kg g g +≥ ) - невозрастаю-

щая неотрицательная последовательность вещественных чи-
сел и функция ,

, ( ( ))s m
s m kh u t  (1 s m≤ ≤ , ,s m N∈ ) имеет вид:

1
, , ,

,
=0

( ( )) = (1 ( )) ( ( )) =
s

s m l s m l s m m l
s m k m k k

l
h u t C u t u t

−
−−∑

498

M / M / n n

n 1,

m
(1 )s s m
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Решения этой системы имеет единственную фиксированную 
точку { } =0

= k ka a ∞  для [ ], , ,0,1/ < 1 ( =  ( ))sups m s m s mu h uθ λ µ θ ∈   
и числа ka  имеют асимптотическую оценку 
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где >> 1k  и 0 1,c c  - константы, 0 1,c c  - величины, зависящие 
от ,s m  -.

Модель масштабируемой во времени 
систем массового обслуживания с малым 
параметром
При изучении систем, масштабируемых во времени, т.е. таких 
систем, которые обладают свойствами инвыриантности при 
преобразованиях параметра времени, всегда имеется возмож-
ность проанализировать свойства инвариантности решений 
дифференциальных уравнений или систем дифференциаль-
ных уравнений, с помощью которых описывается динамика 
таких систем, при преобразовании параметра времени, кото-
рый входит в эти уравнения.
В данной работе исследуются масштабируемые во времени 
решения задачи Коши для системы дифференциальных урав-
нений бесконечного порядка (1) с малым параметром в таком 
виде:
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где > 0ε  - малый параметр, { } =1
= ,( 0)k kkb b b∞ ≥


 ‒ числовая 

последовательность вещественных чисел. Вводя в расмотре-
ние малый параметр ε  имеется возможность описать процес-
сы быстрых изменений в динамике TSQS с помощью преобра-
зований времени в следующем виде = bk

kt tε − .
Вводя векторные обозначения, имеется возможность перепи-
сать задачу Коши (2) таким образом: 
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Эта задача Коши (3) может быть преобразована в задачу Тихо-
нова, если предположить наличие следующих условий для ко-

эффициентов = 0, = 1,2, , , > 0, = 1, 2,k kb k l b k l l+ +    
( 2l ≥ ), тогда 
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Усеченная система дифференциальных 
уравнений и численного анализа
Применим стандарную процедуру усечения системы диффе-
ренциальных уравнений бесконечного порядка и запишем 
задачу Тихонова (4) в усеченом виде для системы дифферен-
циальных уравнений конечного порядка 1n +  и 1n +  началь-
ным условием (1 , 1,2,...l n n≤ ≤ = ) в виде: 
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Для проведения численного анализа задачи Тихонова (5) в 
данной работе была применена кусочно-равномерная сетка 

1tΩ ( 0 1 max0 = < < ... < =Nt t t T ), когда имеется единствен-
ный левый пограничный слой
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1 1 max= / , = ( ) / ( ), = ( )),K T N K C lnτ δ τ δ δ ε ε −− −

где параметр C  определяется аналитически с помощью асим-
птотических оценок решений задачи Тихонова (5). Таким обра-
зом, на кусочно-равномерная сетке 1tΩ  используются K  ма-
лых шагов 1τ , N K−  больших шагов 1τ  на отрезке max[0, ]T .

Также была применена кусочно-равномерная сетка 
2tΩ  

(
0 1 0 max0 = ... =Nt t T t T< < < < < ) для случая, когда име-

лись одновременно левый и внутренний пограничничные 
слои 
	

2 1 2= ( | = ; = 0,1,2, , ; = ; = 1, , ;t i i i Kt t i i K t t i i Mτ τΩ + 
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1 1 2 2 2 max 1 2= / , = / 2 , = ( )), 1, 2, = ( ) / ( 3 ),i iK K C ln i T N Kτ δ τ δ δ ε ε τ δ δ− = − − −
1

1 1 2 2 2 max 1 2= / , = / 2 , = ( )), 1, 2, = ( ) / ( 3 ),i iK K C ln i T N Kτ δ τ δ δ ε ε τ δ δ− = − − −

где параметры 1 2,C C определяются аналитически с помо-
щью асимптотических оценок решений задачи Тихонова (5), 

0 2 2K M LT t Lτ+ += + - точка, в которой имеется внутренний 
пограничный слой. Таким образом, на кусочно-равномерная 
сетке 2tΩ  имеет K  малых шагов 1τ , 2L  малых шагов 2τ , 

2N K L− −  больших шагов 2τ  на отрезке max[0, ]T .
В данной работе было применено конечно-разностное при-
ближение для системы (5) в следующем виде: 
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Далее будут использованы векторные обозначения для (6) та-
ким образом: 
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ck i c i k i i k i k i s m k i s m k iF u b t u h u u h u h u k l nµ λ ε µ λ−
+ −+ − + − +



, , , , , , , , , , , ,
0 1,0 2,0 ,0 1 2= ( , , , ), = ( , , , ).s m l n s m l n s m l n s m l n

n c c c cnu u u u g g g g 
 

Для численного решения задачи (7) был применен метод Кут-
та-Мерсона и использованы следующие формулы: 

1 , , , , 2 , , , , 1 3 , , , , 1 2
, , , , , ,= ( , ), = ( , / 3), = ( [ ], / 3),

3 6
l n s m l n l n s m l n l n s m l ni i

i c i i i c i i i i i c i i i i i
h h

q F u t q F u q t h q F u q q t hµ λ µ λ µ λ+ + + + +
          

1 , , , , 2 , , , , 1 3 , , , , 1 2
, , , , , ,= ( , ), = ( , / 3), = ( [ ], / 3),

3 6
l n s m l n l n s m l n l n s m l ni i

i c i i i c i i i i i c i i i i i
h h

q F u t q F u q t h q F u q q t hµ λ µ λ µ λ+ + + + +
          

4 , , , , 1 2 5 , , , , 1 2 4
, , , ,= ( [ 3 ], / 2), = ( [ 3 ] 2 , ),

8 2
l n s m l n l n s m l ni i

i c i i i i i i c i i i i i i i
h h

q F u q q t h q F u q q h q t hµ λ µ λ+ + + + − + +
         

4 , , , , 1 2 5 , , , , 1 2 4
, , , ,= ( [ 3 ], / 2), = ( [ 3 ] 2 , ),

8 2
l n s m l n l n s m l ni i

i c i i i i i i c i i i i i i i
h h

q F u q q t h q F u q q h q t hµ λ µ λ+ + + + − + +
         

	 , , , , , , 1 4 5 , , , , , , 1 3 4
1 1,= ( 4 ), = 0.5 ( 3 4 ),

6
s m l n s m l n s m l n s m l ni
i i i i i i r i i i i i

h
u u q q q u u h q q q+ ++ + + + − +
         

, , , , , , 1 4 5 , , , , , , 1 3 4
1 1,= ( 4 ), = 0.5 ( 3 4 ),

6
s m l n s m l n s m l n s m l ni
i i i i i i r i i i i i

h
u u q q q u u h q q q+ ++ + + + − +
         

где n
iq R∈


 ( = 0, = 1,5i N j ) - вектор. 

Значения 
, , , , , ,
, , 1,=1,= 0.2max s m l n s m l n

k k i k i ri NR u u +−  
определяются в каждой точке вычислений = 1,i N . Если зна-
чение kR больше допустимой погрешности ,k cδ  ( ,k k cR δ> ), 
то соответствующий шаг делается в два раза короче и затем 
снова пересчитываются векторы iq .
Численный анализ решений

, , , ( ) ( = 2,3,4; 1 ; 9, 25; = 1,5,10,15,20,25)s m l n
ku t m s m l n k≤ ≤ = =   , 

где в дальнейшем для удобства решения будут иметь вид 
, ( )s m

ku t , представлен на графиках 1-9.  Для численного анали-
за были использованы следующие параметры: интенсивность 
поступления заявок в систему = 4λ  в случае низкой интен-
сивности и = 6λ  в случае высокой интенсивности, интенсив-
ность обслуживания = 5µ , размерность системы дифферен-
циальных уравнений равна = 25n , число дифференциальных 
уравнений без малых параметров равно = 9l  (1 9k≤ ≤ ), чис-
ло дифференциальных уравнений с малыми параметрами рав-
но = 16n l−  (10 25k≤ ≤ ), степени малого параметра равны 

= 0, 1 9kb k≤ ≤  и = 1/ , 10 25kb k k≤ ≤ , количество шагов 
сетки равно 4= 10N , допустимая погрешность 5

, = 10k cδ −  . 
Значения начальных условий представлены в виде набора 
чисел 0 = 1,g = (28 9 ) / 30, = 1,25kg k k− . Значения пара-
метров , ,s m ε  представлены в подписях под рисунками 1-9.
На рис. 1 показаны результаты численного анализа поведения 
решения 

1,2 ( )ku t , где показано, что TSQS имеет нестабильный 
режим обслуживания в условиях перегрузки, что в этом случае 
присутствуют левые и внутренние пограничные слои. 
На рис. 2 показаны результаты численного анализа поведения 
решения 2,2 ( )ku t , где показано, что TSQS имеет стабильный 
режим обслуживания в условиях перегрузки. Таким образом, 
при увеличении параметра s  система обеспечивает более ста-
бильное обслуживание и имеют место только левые погранич-
ные слои. 
На рис. 3 показаны результаты численного анализа поведения 
решения 

1,3 ( )ku t , где показано, что TSQS имеет нестабильный 
режим обслуживания в условиях перегрузки и имеют место 
левый и внутренний пограничные слои. Поведение решений 
становятся более резким в зоне пограничных слоев, когда ма-
лый параметр стемиться к нулю 0ε → .
На рис. 4, 5 показаны результаты численного анализа пове-
дения решений 2,3 ( )ku t , 3,3 ( )ku t , где показано, что TSQS имеет 
стабильный режим обслуживания в условиях перегрузки. Та-
ким образом, при увеличении параметра s  система обеспечи-
вает более стабильное обслуживание и имеют место только 
левые пограничные слои.
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Р и с. 1. График поведения функции 
1,2 ( )ku t  при значениях малого параметра = 0.1ε  (непрерывная линия), = 0.01ε  (пунктирная линия), 

= 0.001ε  (штрихпунктирная линия), = 5µ , = 4λ (левый график), = 6λ  (правый график)
F i g. 1. The evolution of the function 1,2 ( )ku t , = 4λ  for the left graph, = 6λ  for the right graph, = 5µ , = 0.1ε  solid line, = 0.01ε  dotted line, 

= 0.001ε  dot-dash line
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Р и с. 2. График поведения функции 2,2 ( )ku t  при значениях малого параметра = 0.1ε  (непрерывная линия), = 0.01ε  (пунктирная линия), 

= 0.001ε  (штрихпунктирная линия), = 5µ , = 4λ (левый график), = 6λ  (правый график)
F i g. 2. The evolution of the function 2,2 ( )ku t , = 4λ  for the left graph, = 6λ  for the right graph, = 5µ , = 0.1ε  solid line, = 0.01ε  dotted line, 

= 0.001ε  dot-dash line
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Р и с. 3. График поведения функции 1,3 ( )ku t  при значениях малого параметра = 0.1ε  (непрерывная линия), = 0.01ε  (пунктирная линия), 
= 0.001ε  (штрихпунктирная линия), = 5µ , = 4λ (левый график), = 6λ  (правый график)

F i g. 3. The evolution of the function 1,3 ( )ku t , = 4λ  for the left graph, = 6λ  for the right graph, = 5µ , = 0.1ε  solid line, = 0.01ε  dotted line, 
= 0.001ε  dot-dash line
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Р и с. 4. График поведения функции 2,3 ( )ku t  при значениях малого параметра = 0.1ε  (непрерывная линия), = 0.01ε  (пунктирная линия), 
= 0.001ε  (штрихпунктирная линия), = 5µ , = 4λ (левый график), = 6λ  (правый график)

F i g. 4. The evolution of the function 2,3 ( )ku t , = 4λ  for the left graph, = 6λ  for the right graph, = 5µ , = 0.1ε  solid line, = 0.01ε  dotted line,

= 0.001ε  dot-dash line
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Р и с. 5. График поведения функции 
3,3 ( )ku t  при значениях малого параметра = 0.1ε  (непрерывная линия), = 0.01ε  (пунктирная линия), 

= 0.001ε  (штрихпунктирная линия), = 5µ , = 4λ (левый график), = 6λ  (правый график)
F i g. 5. The evolution of the function 

3,3 ( )ku t , = 4λ  for the left graph, = 6λ  for the right graph, = 5µ , = 0.1ε  solid line, = 0.01ε  dotted line, 
= 0.001ε  dot-dash line
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Р и с. 6. График поведения функции 
1,4 ( )ku t

 при значениях малого параметра = 0.1ε  (непрерывная линия), = 0.01ε  (пунктирная линия), 
= 0.001ε  (штрихпунктирная линия),

= 5µ
, = 4λ (левый график), = 6λ  (правый график)

F i g. 6. The evolution of the function 
1,4 ( )ku t

, = 4λ  for the left graph, = 6λ  for the right graph, 
= 5µ

, = 0.1ε  solid line, = 0.01ε  dotted line, 
= 0.001ε  dot-dash line
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Р и с. 7. График поведения функции 
2,4 ( )ku t  при значениях малого параметра = 0.1ε  (непрерывная линия), = 0.01ε  (пунктирная линия), 

= 0.001ε  (штрихпунктирная линия), = 5µ , = 4λ (левый график), = 6λ  (правый график)
F i g. 7. The evolution of the function 2,4 ( )ku t , = 4λ  for the left graph, = 6λ  for the right graph, = 5µ , = 0.1ε  solid line, = 0.01ε  dotted line, 

= 0.001ε  dot-dash line
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Р и с. 8. График поведения функции 
3,4 ( )ku t  при значениях малого параметра = 0.1ε  (непрерывная линия), = 0.01ε  (пунктирная линия), 

= 0.001ε  (штрихпунктирная линия), = 5µ , = 4λ (левый график), = 6λ  (правый график)
F i g. 8. The evolution of the function 3,4 ( )ku t , = 4λ  for the left graph, = 6λ  for the right graph, = 5µ , = 0.1ε  solid line, = 0.01ε  dotted line, 

= 0.001ε  dot-dash line
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Р и с. 9. График поведения функции 
4,4 ( )ku t  при значениях малого параметра = 0.1ε  (непрерывная линия), = 0.01ε  (пунктирная линия), 

= 0.001ε  (штрихпунктирная линия), = 5µ , = 4λ (левый график), = 6λ  (правый график)
F i g. 9. The evolution of the function 4,4 ( )ku t , = 4λ  for the left graph, = 6λ  for the right graph, = 5µ , = 0.1ε  solid line, = 0.01ε  dotted line, 

= 0.001ε  dot-dash line
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На рис. 6 показаны результаты численного анализа поведения 
решения 

1,4 ( )ku t , где показано, что TSQS имеет нестабильный 
режим обслуживания в условиях перегрузки и имеют место 
левый и внутренний пограничные слои. Поведение решений 
становятся более резким в зоне пограничных слоев, когда ма-
лый параметр стемиться к нулю 0ε → .
На рис. 7-9 показаны результаты численного анализа поведе-
ния решений 2,4 ( )ku t , 3,4 ( )ku t , 4,4 ( )ku t , где показано, что TSQS 
имеет стабильный режим обслуживания в условиях пере-
грузки. Таким образом, при увеличении параметра s  система 
обеспечивает более стабильное обслуживание и имеют место 
только левые пограничные слои.

Заключение

Внедрение технологий 5G/6G требует особого внимания раз-
работчиков новых продуктов в области беспроводной свя-
зи, так как эти технологии смогут обеспечить более высокие 
скорости передачи данных, более короткую задержку, а также 
большую энергоэффективность по сравнению с используемы-
ми в настоящее время технологиями 4G. Разработчики неиз-
бежно столкнутся с рядом технических проблем при проек-
тировании архитектуры 5G/6G, которая должна справляться 
с более сложной многопользовательской средой и использо-
ванием каналов на более высоких частотах. Современные ис-
следования теоретических моделей TSQS позволяют понять 
проблемы, которые требуют решения для реализации техно-
логий 5G/6G.
В этой работе для анализа динамики состояния TSQS были 
привлечены численные методы с использованием неравно-
мерной сетки Шишкина и исследован вопрос поведения длин 
очередей в процессе обслуживания масштабируемой во време-
ни системы массового обслуживания M / M / n  при n →∞ , 
для которой имеется пуассоновский входящий поток заявок с 
интенсивностью nλ и временем обслуживания 1,τ µ−= где µ
- параметр интенсивности обслуживания. Для моделирования 

был рассмотрен случай, когда TSQS реализует дисциплину об-
служивания таким образом, что для каждой входящей заявки 
обеспечивается случайный выбор m  любых приборов и  среди 
них выбирается (1 )s s m≤ ≤  приборов, которые имеют самую 
короткую очередь. Динамика такой системы массового обслу-
живания может быть описана с помощью функции кратчай-
шей очереди , ( ) ( 0,1, 2, ; , 1, 2, ;1 ),s m

ku t k s m s m= … = … ≤ ≤
которая может быть найдена путем решения системы диф-
ференциальных уравнений бесконечного порядка, которая 
может быть получена с использованием подхода, который 
подразумевает использование цепей Маркова. Для этой си-
стемы дифференциальных уравнений бесконечного порядка, 
которую можно отнести к системе дифференциальных урав-
нений тихоновского типа, была сформулирована сингулярно 
возмущенная задача Коши с малым параметром. Для системы 
дифференциальных уравнений этой задачи Коши использо-
вана процедура усечения, которая позволила получить син-
гулярно возмущенную усеченную задачу Коши для системы 
дифференциальных уравнений конечного порядка тихонов-
ского типа. Для численного анализа решений усеченной зада-
чи Коши применялась неоднородная сеточная схема Шишкина 
высокого порядка. Эта схема продемонстрировала хорошую 
сходимость решений сингулярно возмущенной усеченной за-
дачи Коши, когда малый параметр стремится к нулю 0ε →  . 
Результаты численного анализа решений усеченной задачи 
Коши показали, что масштабируемая во времени система мас-
сового обслуживания может справляться с интенсивным вхо-
дящим потоком заявок.
Таким образом, было показано, что TSQS имеет более эффек-
тивное обслуживание входного потока запросов, если мы уве-
личим параметр (1 )s s m≤ ≤ . Мы полагаем, что можно сфор-
мулировать оптимальную задачу управления для таких TSQS и 
успешно ее решить. Умение решать такие задачи очень важна, 
потому что это позволит сэкономить технические и финансо-
вые ресурсы при внедрении сетей 5G/6G.
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