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Аннотация
Гомотопический метод (или метод продолжения по параметру) хронологически берет начало 
в середине XIX столетия и активно развивается по настоящее время. В данной работе рассма-
тривается деформационный (гомотопический) метод исследования экстремальных задач. При-
меры применения этого метода иллюстрируются для известных задач нелинейного анализа. 
Одна из наиболее общих и эффективных схем применения гомотопического метода к каче-
ственному исследованию операторных уравнений (с вполне непрерывным оператором) при-
надлежит Лере и Шаудеру. В этой схеме параметр включается линейно. В работе приводятся 
примеры приложений гомотопического метода к исследованию экстремальных задач вариаци-
онного исчисления. При этом используется следующая основная конструкция: если в процессе 
деформации вариационной задачи ее экстремаль остается изолированной и при каком-либо 
значении параметра деформации эта экстремаль реализует минимум, то она реализует мини-
мум исследуемой вариационной задачи при всех значениях параметра.
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Abstract
The homotopy method (or the parameter continuation method) first appeared in the middle of the 19th 
century and is being actively developed at the present time. In this paper, we consider a deformation 
(homotopy) method for studying extremal problems. Examples of this method are illustrated for 
well-known nonlinear analysis problems. One of the most general and efficient schemes for applying 
the homotopy method to the qualitative study of operator equations (with a completely continuous 
operator) was developed by Leray and Schauder. In this scheme, the parameter is included linearly. 
The article gives examples of applications of homotopy method to the study of extreme problems of 
variation calculus. The basic design is as follows: if during the deformation of the variational problem 
its extremal remains isolated and at any value of the deformation parameter this extremal achieves a 
minimum, then it implements the minimum of the variational problem under study for all values of the 
parameter.
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Основные методы

Общая схема гомотопического метода геометрически нагляд-
на и проста: если имеется какое-либо уравнение (алгебраиче-
ское, дифференциальное, интегральное, интегро-дифферен-
циальное, операторное и т.д.), и нужно получить информацию 
о его решениях (доказать существование решений, устой-
чивость, локализовать решения, построить приближения к 
решениям и т.д.), то эти уравнения включают в некоторое 
специальным образом построенное однопараметрическое се-
мейство уравнений, гомотопирующее изучаемое уравнение к 
эталонному уравнению, решение которого известно, а затем 
это решение «протягивают по параметру к отыскиваемому 
решению исходного уравнения» [1-12]. Поясним эту схему на 
более формальном уровне и затем на примерах1.
Пусть имеется уравнение    			     (1)
Предположим, что нам удалось включить уравнение (1) в од-
нопараметрическое                                              семейство уравнений
			   (2)
таким образом, что уравнение (2) имеет решение  гладкозави-
сящие от  параметра λ. Пусть при λ = 0 уравнение 
имеет решение значение оператора 
Подставляя решение в уравнение (2) и дифференцируя по λ 
тождество  ,
получаем (относительно ) тождество

Таким образом, решение  является решением задачи Коши
                       (3)
Ясно, что если это решение можно продолжить (по  то точка   
будет решением уравнения (1). 

Вторая схема исследования уравнения (2) носит дискретный 
характер. Опишем ее. Разобьем  точками   < …<=1.   Пусть
      (для всех ).
Если δ  достаточно мало,  то естественно предположить, что 
точка  будет близка к решению   уравнения  .
Принимая это решение    в качестве начального приближения, 
какой-либо итерационной процедуры (например, метода Нью-
тона), находим с достаточной степенью точности приближе-
ние , как решение уравнения

с начальным условием   и т. д.    
Продолжая итерационный процесс, на последнем шаге найдем 
с нужной степенью   точности решение уравнения (1). Предло-
женные схемы нуждаются в обосновании. Так, например, для 
их реализации желательны теоремы существования решений 
уравнений (2) при всех  . Заметим, что наиболее распростра-
ненный способ построения однопараметрического семейства 
решений уравнений (2) имеет вид

(так называемая линейная параметризация), где эталонное 
уравнение

конструируется на основе априорной информации об уравне-

1 Numerical study of stochastic disturbances on the behavior of solutions of Lorentz system / A. N. Firsov, I. N. Inovenkov, V. V. Tikhomirov, V. V. Nefedov // 3rd 
International Symposium on Automation, Information and Computing (ISAIC 2022). Beijing Jiaotong University, 09-11 Dec 2022. Article number: ISAIC-MS-2439. URL: 
https://www.isaic-conf.com/eposters/ISAIC-MS-2439_Vladimir%20V.%20Nefedov.pdf (дата обращения: 24.08.2022).

нии (1).
Одна из наиболее общих и эффективных схем применения го-
мотопического метода к качественному исследованию опера-
торных уравнений вида
			   (4)
с вполне непрерывным оператором  С  принадлежит Лере и 
Шаудеру.
В этой схеме параметр    включается линейно, т.е. рассматрива-
ется семейство уравнений
					     (5)
Если при всех    решение    уравнения (5) удовлетворяет общей  
априорной  оценке

то уравнение (5) (и, в частности, изучаемое уравнение (4)) раз-
решимы.
Доказательство этого утверждения базируется на введенном 
Лере и Шаудером топологическом инварианте ‒ степени ото-
бражения.  
Настоящая работа освящает приложения гомотопического ме-
тода к исследованию  вариационных (экстремальных) задач и 
носит обзорный характер.
Заметим, что если в процессе деформации вариационной зада-
чи ее экстремаль является изолированной и при каком-либо 
значении параметра деформации эта экстремаль реализует 
минимум, то она реализует минимум исследуемой вариацион-
ной задачи при всех значениях параметра.
Важным аппаратом исследования и доказательства деформа-
ционных теорем является теория индекса Конли и условия его 
гомотопической инвариантности. Излагаются схемы примене-
ния этого метода в различных областях нелинейного анализа 
(задачи нелинейного программирования, многокритериаль-
ные задачи, задачи вариационного исчисления, задачи опти-
мального управления, теории бифуркаций и другие).

Примеры применения гомотопического метода исследова-
ния экстремальных задач
1. Задачи классического анализа
1.1. Доказательство неравенств  (общие принципы)  

Многие важные неравенства конечномерного нелинейного 
анализа имеют вид
             (1.1)
 и   дифференцируема  при
Гомотопический метод является эффективным приемом дока-
зательства как ряда известных, так и новых неравенств вида 
(1.1).
Для применения этого метода часто бывает удобна его следу-
ющая трактовка.
 1.1. Пусть функция  является растущей и
          (1.2)
тогда справедливо неравенство (1.1).

2. Задачи нелинейного программирования

Пусть имеется уравнение    A(x) =  0.  (1) 
Предположим, что нам удалось включить уравнение (1) в 
однопараметрическое семейство уравнений 
A(x; λ) =  0          (0 ≤ λ ≤ 1),    (2) 
таким образом, что уравнение (2) имеет решение 𝑥𝑥(𝜆𝜆), глад-
козависящие от  параметра λ. Пусть при λ = 0 уравнение 
A(x; 0) =  0           
имеет решение 𝑥𝑥0 изначение оператора A(x; 1) = A(x).  
Подставляя решение 𝑥𝑥 (𝜆𝜆) в уравнение (2) и дифференцируя 
по λ тождество  A(x(λ); λ) ≡ 0, 
получаем (относительно λ) тождество 

A′x(x(λ); λ)
dx(λ)

dλ + A′λ(x(λ); λ) ≡ 0. 
Таким образом, решение 𝑥𝑥(𝜆𝜆) является решением задачи Ко-
ши 

�A′x(x(λ); λ) dx(λ)
dλ

+ A′λ(x(λ); λ) ≡ 0,
x(0) =  x0 

                         (3) 

Ясно, что если это решение можно продолжить (по 
𝜆𝜆 на промежуток  [0,1]), то точка  𝑥𝑥(1)  будет решением урав-
нения (1).  
 
Вторая схема исследования уравнения (2) носит дискретный 
характер. Опишем ее. Разобьем промежуток  [0,1]  точками   
0 = λ0 < λ1< …<λn=1.   Пусть 
𝛿𝛿 =  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 (𝜆𝜆𝑖𝑖+1 − 𝜆𝜆𝑖𝑖)      (для всех 𝑖𝑖 = 1, 𝑛𝑛�����). 
Если δ  достаточно мало,  то естественно предположить, что 
точка  𝑥𝑥0 будет близка к решению 𝑥𝑥 (𝜆𝜆1)  уравнения 
A(x; λ1) = 0. 
 
Принимая это решение  𝑥𝑥1  в качестве начального приближе-
ния, какой-либо итерационной процедуры (например, метода 
Ньютона), находим с достаточной степенью точности при-
ближение 𝑥𝑥 (𝜆𝜆2), как решение уравнения 
𝐴𝐴(𝑥𝑥 ; 𝜆𝜆2) = 0 
с начальным условием  𝑥𝑥1  и т. д.     
Продолжая итерационный процесс, на последнем шаге 
найдем с нужной степенью   точности решение  𝑥𝑥 (1) уравне-
ния (1). Предложенные схемы нуждаются в обосновании. Так, 
например, для их реализации желательны теоремы суще-
ствования решений уравнений (2) при всех  λ.  
 
  

Заметим, что наиболее распространенный способ построения 
однопараметрического семейства решений уравнений (2) 
имеет вид 
𝜆𝜆 𝐴𝐴(𝑥𝑥) + (1 −  𝜆𝜆)𝐵𝐵(𝑥𝑥) =  0, 
(так называемая линейная параметризация), где эталонное 
уравнение 
𝐵𝐵(𝑥𝑥) =  0 
конструируется на основе априорной информации об урав-
нении (1). 
Одна из наиболее общих и эффективных схем применения 
гомотопического метода к качественному исследованию 
операторных уравнений вида 
𝑥𝑥 − 𝐶𝐶(𝑥𝑥) = 0     (4) 
с вполне непрерывным оператором  С  принадлежит Лере и 
Шаудеру. 
В этой схеме параметр  λ  включается линейно, т.е. рассмат-
ривается семейство уравнений 
𝑥𝑥 − 𝜆𝜆 𝐶𝐶(𝑥𝑥) = 0    (0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1).   (5) 
Если при всех  λ ∈ [0,1]  решение  𝑥𝑥(𝜆𝜆)  уравнения (5) удовле-
творяет общей  априорной  оценке 

‖𝑥𝑥(𝜆𝜆)‖ ≤ 𝑟𝑟  (0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1), 
то уравнение (5) (и, в частности, изучаемое уравнение (4)) 
разрешимы. 
Доказательство этого утверждения базируется на введенном 
Лере и Шаудером топологическом инварианте ‒ степени 
отображения.   
Настоящая работа освящает приложения гомотопического 
метода к исследованию  вариационных (экстремальных) 
задач и носит обзорный характер. 
Заметим, что если в процессе деформации вариационной 
задачи ее экстремаль является изолированной и при каком-
либо значении параметра деформации эта экстремаль реали-
зует минимум, то она реализует минимум исследуемой вари-
ационной задачи при всех значениях параметра. 
Важным аппаратом исследования и доказательства дефор-
мационных теорем является теория индекса Конли и условия 
его гомотопической инвариантности. Излагаются схемы 
применения этого метода в различных областях нелинейного 
анализа (задачи нелинейного программирования, многокри-
териальные задачи, задачи вариационного исчисления, зада-
чи оптимального управления, теории бифуркаций и другие). 
 
Примеры применения гомотопического 
метода исследования экстремальных  
задач 
 
1. Задачи классического анализа 
1.1. Доказательство неравенств  (общие принципы)   
 
Многие важные неравенства конечномерного нелинейного 
анализа имеют вид 
𝑓𝑓1 (𝑥𝑥)  ≥ 0,    (𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑁𝑁)            (1.1) 
где 𝑓𝑓1 (0) = 0 и  𝑓𝑓1  дифференцируема  при  𝑥𝑥 ≠ 0. 
Гомотопический метод является эффективным приемом до-
казательства как ряда известных, так и новых неравенств 
вида (1.1).  
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2.1. Экстремали классических задач нелинейного программи-
рования

Пусть  () − локально Липшицевы функции. Рассмотрим Лебего-
вы множества  этих функций:
    (i = 1 ,…, m)           (2.1)
и положим  .				     (2.2)
Рассмотрим далее задачу минимизации локально липшице-
вой функции f на множестве  Эту задачу принято записывать 
в виде
                            (2.3)
Задачу (2.3) называют задачей нелинейного или математиче-
ского программирования [13-16]. 
Точку   называют экстремалью задачи (2.3), если существуют 
неотрицательные числа    не все равные нулю, для которых 
           (2.4)
					          (2.5)
Точка  называется точкой локального минимума в задаче (2.3), 
если   и  для некоторого 
).	
	
	
(2.6)	

Отметим, что функция  
где    (2.7)
называется функцией Лагранжа.
Следующее утверждение составляет содержание теоре-
мы Джона-Куна-Таккера (необходимое условие).
Утверждение. Если   ‒ точка локального минимума в задаче 
(2.3), то существуют  не равные одновременно нулю  множите-
ли Лагранжа      для  которых
                                                           (2.8)

и            			   (2.5)

2.2. Деформационная теорема
Пусть    локально Липшицевы функционалы. Рассмотрим зада-
чу нелинейного программирования 
                      (2.9)
Определение.  Однопараметрическое семейство задач
(2.10)
назовем невырожденной деформацией  задачи  (2.9) в  задачу
                                            (2.11)
если:
1) функции    непрерывны  на и локально липшицевы по x  при  
каждом 
2) многозначные отображения
,
,

полунепрерывны сверху.
3)  при каждом   ограничение в задаче (2.10) удовлетворяет 
следующим условиям регулярности:
(А) для каждого   при котором    и  каждого 
обобщенная производная  ,v;  совпадает с классической  произ-
водной по направлению  v:

,v; = ,v;и

4) при каждом    задача (2.10) имеет единственную экстремаль   
непрерывно зависящую от параметра 
5) 
Теорема 2.1. Пусть однопараметрическое семейство задач не-
линейного программирования (2.10) является невырожден-
ной деформацией задачи (2.9) в задачу (2.11). Пусть экстре-
маль    реализует локальный минимум в задаче (2.9). Тогда 
экстремаль   реализует минимум в задаче (2.9).

3. Задачи вариационного исчисления
3.1. Одномерные задачи вариационного исчисления
Рассмотрим простейший функционал вариационного исчисле-
ния
,                             (3.1)
который рассмотрим  на гильбертовом пространстве

абсолютно непрерывных функций  
удовлетворяющих условию производные которых суммируе-
мы с квадратом. Скалярное произведение в  определим равен-
ством 
(x , y) =   .                              (3.2)
Предположим, что лагранжиан непрерывен  по совокупности 
переменных  tϵ [0,T,  x, pϵR,  λ∈[0,1 вместе с производными по x, 
p до второго порядка включительно. Предположим также, что 
при каждом λ∈[0,1 лагранжиан  удовлетворяет оценкам:
 +   +  ≤ c                (3.3)
 + ,		          (3.4)
≤c ,					             (3.5)
α  и  с  положительные  константы [17-19].
Теорема 3.1. Пусть при каждом λ ∈ [0, 1 уравнение Эйлера  
функционала  (3.1)
                  (3.6) 
имеет единственное решение  удовлетворяющее краевым ус-
ловиям  .     (3.7)
Пусть функция    реализует локальный  минимум в    функ-
ционала  . Тогда функция   реализует локальный минимум  в    
функционала 

3.2. Многомерные интегральные функционалы
Пусть  Ω − ограниченная область в   с гладкой границей,  а   − 
пространство Соболева функций  , имеющая обобщенные  про-
изводные до порядка  m,  суммируемые с квадратом,  и нуле-
вой след на границе ∂Ω  области  Ω  вместе с производными до 
порядка .
Рассмотрим на   интегральный функционал 
D   (3.8)
Здесь     
Предположим, что интегрант
 
непрерывен по совокупности переменных вместе с первыми 
и вторыми производными по  Пусть, кроме того, выполнены 
оценки
(3.9)
Здесь:
произвольное   положительное число, если 
2N/N−2(m−

Для применения этого метода часто бывает удобна его сле-
дующая трактовка. 
Теорема 1.1. Пусть функция f0  : RN → R является растущей и 

(1 − 𝜆𝜆)𝛻𝛻𝑓𝑓0 (𝑥𝑥) + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑓𝑓1 (𝑥𝑥) ≠  0, (𝑥𝑥 ≠ 0, 0 ≤  𝜆𝜆 < 1)          (1.2) 
тогда справедливо неравенство (1.1). 
 
2. Задачи нелинейного программирования 
2.1. Экстремали классических задач нелинейного про-
граммирования 
 
Пусть 𝑔𝑔𝑖𝑖  :𝑅𝑅𝑁𝑁 → 𝑅𝑅 (𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������) − локально Липшицевы функции. 
Рассмотрим Лебеговы множества  𝑄𝑄𝑖𝑖  этих функций: 
𝑄𝑄𝑖𝑖 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑁𝑁:𝑔𝑔𝑖𝑖  (𝑥𝑥) ≤ 0}    (i = 1 ,…, m)       (2.1) 
и положим    𝑄𝑄 =  ⋂ 𝑄𝑄𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑖𝑖=1 .     (2.2) 
Рассмотрим далее задачу минимизации локально липшице-
вой функции f на множестве 𝑄𝑄. Эту задачу принято записы-
вать в виде 

�
𝑓𝑓(𝑥𝑥) → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,

𝑔𝑔𝑖𝑖  (𝑥𝑥) ≤ 0, (𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������).         (2.3) 

Задачу (2.3) называют задачей нелинейного или математиче-
ского программирования [13-16].  
Точку x⋇  ϵ Q  называют экстремалью задачи (2.3), если су-
ществуют неотрицательные числа  𝜇𝜇,𝑦𝑦1 , … , 𝑦𝑦𝑚𝑚  ,    не все рав-
ные нулю, для которых  
0 ∈  𝜇𝜇𝜇𝜇 𝑓𝑓(𝑥𝑥⋇)  +  𝑦𝑦1 𝜕𝜕𝑔𝑔1(𝑥𝑥⋇) + ⋯+ 𝑦𝑦𝑚𝑚 𝜕𝜕𝑔𝑔𝑚𝑚(𝑥𝑥⋇)          (2.4) 
и  𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑥𝑥⋇) = 0  (𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������).    (2.5) 
Точка  𝑥𝑥⋇  называется точкой локального минимума в задаче 
(2.3), если 𝑥𝑥⋇  𝜖𝜖 𝑄𝑄  и  для некоторого 𝜌𝜌 > 0 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥⋇)  (𝑥𝑥 ∈ 𝑄𝑄 ∩ 𝐵𝐵(𝜌𝜌, 𝑥𝑥⋇ )). (2.6) 
Отметим, что функция   
ℒ(𝑥𝑥, 𝜇𝜇, 𝑦𝑦) = 𝜇𝜇 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + �𝑦𝑦,𝐺𝐺(𝑥𝑥)�,где   𝐺𝐺(𝑥𝑥) = {𝑔𝑔1(𝑥𝑥), … ,𝑔𝑔𝑚𝑚(𝑥𝑥)}  

(2.7) 
называется функцией Лагранжа. 
Следующее утверждение составляет содержание теоремы 
Джона-Куна-Таккера (необходимое условие). 
Утверждение. Если  𝑥𝑥⋇   ‒ точка локального минимума в за-
даче (2.3), то существуют  не равные одновременно нулю  
множители Лагранжа       𝜇𝜇 ≥ 0, 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅+ 

𝑁𝑁  , для  которых 
ℒ𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝜇𝜇,𝑦𝑦) = 0     (2.8) 
 
и 𝑦𝑦𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑥𝑥⋇) = 0  (𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������).    (2.5) 
 
 
2.2. Деформационная теорема 
Пусть  𝑓𝑓0  , 𝑔𝑔0  локально Липшицевы функционалы. Рассмот-
рим задачу нелинейного программирования  

�
  𝑓𝑓0(𝑥𝑥) → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,

𝑔𝑔𝑖𝑖0(𝑥𝑥) ≤ 0 , (𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������)    (2.9) 

Определение.  Однопараметрическое семейство задач 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥; 𝜆𝜆) → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,
𝑔𝑔(𝑥𝑥; 𝜆𝜆) ≤ 0,   (0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1)(2.10) 

назовем невырожденной деформацией  задачи  (2.9) в  задачу 

�
  𝑓𝑓1(𝑥𝑥) → 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,

𝑔𝑔𝑖𝑖1(𝑥𝑥) ≤ 0,   (𝑖𝑖 = 1,𝑚𝑚������)                                                                  (2.11) 

если: 
1) функции  𝑓𝑓(∙ ; ∙) , 𝑔𝑔(∙ ; ∙)  непрерывны  на  RN х [0,1] и ло-
кально липшицевы по x  при  каждом 𝜆𝜆 ∈ [0,1]; 
2) многозначные отображения 
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑓𝑓(∙ ; ∙)   ∶    RN х [0,1]  →   RN, 
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑔𝑔(∙ ; ∙)   ∶   𝑄𝑄(𝜆𝜆) х [0,1] →   RN, 

𝑄𝑄(𝜆𝜆) = {𝑥𝑥 ∈ RN: 𝑔𝑔(𝑥𝑥; 𝜆𝜆) ≤ 0,   (0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1)} 
полунепрерывны сверху. 
  

3) при каждом 𝜆𝜆 ∈ [0,1]  ограничение в задаче (2.10) удовле-
творяет следующим условиям регулярности: 
(А) для каждого 𝑥𝑥,  при котором  𝑔𝑔(𝑥𝑥; 𝜆𝜆) = 0  и  каждого 𝑣𝑣 ∈ RN 
обобщенная производная  𝑔𝑔0   (𝑥𝑥,v; 𝜆𝜆)  совпадает с классиче-
ской  производной по направлению  v: 

𝑔𝑔0 (𝑥𝑥,v; 𝜆𝜆) = 𝑔𝑔′ (𝑥𝑥,v; 𝜆𝜆)и 
0 ∉  𝜕𝜕𝑥𝑥𝑔𝑔(𝑥𝑥; 𝜆𝜆) ≤ 0(0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 1); 

 4) при каждом  𝜆𝜆 𝜖𝜖 [0,1]  задача (2.10) имеет единственную 
экстремаль  𝑥𝑥(𝜆𝜆),  непрерывно зависящую от параметра 
𝜆𝜆 ∈ [0,1]; 
5) 𝑓𝑓(∙ ;  0) = 𝑓𝑓0, 𝑔𝑔(∙ ;  0) = 𝑔𝑔0, 𝑓𝑓(∙ ; 1) = 𝑓𝑓1, 𝑔𝑔(∙ ; 1) = 𝑔𝑔1, 
Теорема 2.1. Пусть однопараметрическое семейство задач 
нелинейного программирования (2.10) является невырож-
денной деформацией задачи (2.9) в задачу (2.11). Пусть экс-
тремаль  𝑥𝑥0  реализует локальный минимум в задаче (2.9). 
Тогда экстремаль 𝑥𝑥1  реализует минимум в задаче (2.9). 
 
3. Задачи вариационного исчисления 
3.1. Одномерные задачи вариационного исчисления 
Рассмотрим простейший функционал вариационного исчис-
ления 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∫ 𝐹𝐹�𝑡𝑡, 𝑥𝑥(𝑡𝑡), 𝑥𝑥′(𝑡𝑡)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

0 ,    (3.1) 
который рассмотрим  на гильбертовом пространстве 

𝑊̇𝑊2
𝑚𝑚[0,𝑇𝑇} 

абсолютно непрерывных функций  𝑥𝑥(𝑡𝑡)(0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑇𝑇),   
удовлетворяющих условию 𝑥𝑥(0) = 𝑥𝑥(𝑇𝑇) = 0,   производные 
которых суммируемы с квадратом. Скалярное произведение 
в 𝑊̇𝑊2

𝑚𝑚[0,𝑇𝑇] определим равенством  
(x , y) =  ∫ 𝑥𝑥′(𝑡𝑡)𝑇𝑇

0 𝑦𝑦′(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑑𝑑 .    (3.2) 
Предположим, что лагранжиан  𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑥𝑥,𝑝𝑝; 𝜆𝜆) непрерывен  по 
совокупности переменных  tϵ [0,T],  x, pϵR,  λ∈[0,1] вместе с 
производными по x, p до второго порядка включительно. 
Предположим также, что при каждом λ∈[0,1] лагранжиан 
  𝐹𝐹(𝑡𝑡, 𝑥𝑥, 𝑝𝑝; 𝜆𝜆)  удовлетворяет оценкам: 
|𝐹𝐹| + |𝐹𝐹′𝑥𝑥|  +  �𝐹𝐹"

𝑥𝑥𝑥𝑥�≤ c(1 + 𝑝𝑝2 ),   (3.3) 
�𝐹𝐹′𝑝𝑝� + �𝐹𝐹"

𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤  𝑐𝑐 (1 + |𝑝𝑝|),    (3.4) 
𝛼𝛼  ≤ �𝐹𝐹"

𝑝𝑝𝑝𝑝�≤c ,      (3.5) 
где  α  и  с  положительные  константы [17-19]. 
Теорема 3.1. Пусть при каждом λ ∈ [0, 1] уравнение Эйлера  
функционала  (3.1) 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜕𝜕 𝐹𝐹�𝑡𝑡,𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑥𝑥′ (𝑡𝑡);𝜆𝜆�
𝜕𝜕𝜕𝜕

 −  𝜕𝜕 𝐹𝐹�𝑡𝑡,𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑥𝑥′ (𝑡𝑡);𝜆𝜆�
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0   (3.6)  
имеет единственное решение  𝑥𝑥(𝑡𝑡, λ ), удовлетворяющее кра-
евым условиям  𝑥𝑥(0, λ ) =  𝑥𝑥(Т, λ ) = 0.   (3.7) 
Пусть функция  𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥(∙, 0 )  реализует локальный  минимум 
в  𝑊𝑊2

1[0,𝑇𝑇]   функционала  𝑓𝑓0 = 𝑓𝑓(∙ ,0) . Тогда функция  
𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥(∙, 1 ) реализует локальный минимум  в  𝑊𝑊2

1[0,𝑇𝑇]  функ-
ционала 𝑓𝑓1 = 𝑓𝑓(∙ ,1). 
 
3.2. Многомерные интегральные функционалы 
Пусть  Ω − ограниченная область в   RN  с гладкой границей,  а 
𝑊̇𝑊2

𝑚𝑚(Ω)  − пространство Соболева функций  𝑢𝑢(𝑥𝑥) (𝑥𝑥 ∈  Ω) , 
имеющая обобщенные  производные до порядка  m,  сумми-
руемые с квадратом,  и нулевой след на границе ∂Ω  области  
Ω  вместе с производными до порядка 𝑚𝑚− 1. 
Рассмотрим на  𝑊̇𝑊2

𝑚𝑚(Ω) интегральный функционал  
𝑓𝑓(𝑢𝑢) = ∫𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑢𝑢(𝑥𝑥),D𝑢𝑢(𝑥𝑥), … ,𝐷𝐷𝑚𝑚𝑢𝑢(𝑥𝑥)) 𝑑𝑑𝑑𝑑.   (3.8) 

Здесь     𝐷𝐷к𝑢𝑢(𝑥𝑥) = {𝐷𝐷𝛼𝛼𝑢𝑢(𝑥𝑥): |𝛼𝛼| = 𝑘𝑘}(𝑘𝑘 = 1,𝑚𝑚������). 
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  если   
 если    
 если  
В  этом случае функционал   дифференцируем по Фреше на ,  а 
его градиент   удовлетворяет  условию Липшица на  каждом 
шаре пространства   . 
Если, кроме того, выполнена оценка
≥c                         (3.10)
(c> 0,   x ∈ Ω, ,  

то градиент функционала   обладает  − свойством.

Деформационный принцип
Рассмотрим на     однопараметрическое семейство интеграль-
ных функционалов  (в  области Ω)
D   (3.11)
где   u ∈ .
Предположим, что интегрант    непрерывен  по совокупности 
переменных ,  λ ∈ [0,1  вместе с производными  по    до второго 
порядка включительно.  Пусть  при каждом λ ∈ [0,1 интегрант   
функционала  (3.11)  удовлетворяет  оценкам  (3.9),  (3.10).
Справедлива  следующая  (деформационная) теорема. 
Теорема 3.2. Пусть при каждом λ ∈ [0,1  задача Дирихле для 
уравнения  Эйлера функционала (3.11)
(D = 0,
 = 0  при    (−1)
имеет единственное обобщенное решение ∈.
Пусть функция   реализует локальный минимум в   функциона-
ла  Тогда функция    реализует минимум функционала  
Замечание. Теорема 3.2 обосновывает деформационный прин-
цип минимума для интегральных функционалов, рассматри-
ваемых на гильбертовом пространстве  
Аналогичный принцип справедлив для интегральных функ-
ционалов, рассматриваемых на банаховых пространствах ∞).

4. Устойчивость решений обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений
4.1. Устойчивость градиентных систем
Рассмотрим градиентную систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений
     (x ∈ ,   (4.1).
 ‒ непрерывно дифференцируемая функция.  
Пусть  =0. Тогда ноль − состояние равновесия.
Теорема 4.1. Нулевое состояние равновесия системы (4.1) 
устойчиво по Ляпунову в том, и только в том случае, если ноль 
– точка локального минимума функции .

4.2. Устойчивость гамильтоновых систем
Рассмотри гамильтонову систему
       (4.2)
Здесь  – гладкая функция, называемая гамильтонианом систе-
мы.  
Пусть 
 
Тогда точка  является состоянием равновесия системы (4.2). В 
силу теоремы Дирихле, это состояние равновесия устойчиво 

по Ляпунову, если точка  является точкой локального миниму-
ма гамильтониана H.  
Для исследования устойчивости состояний равновесия га-
мильтоновых систем можно применить гомотопический ме-
тод [2], [20-25].

Заключение
Таким образом, рассмотренные примеры показывают боль-
шую эффективность при исследовании экстремальных задач 
нелинейных динамических систем.

Предположим, что интегрант 
𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜉𝜉){𝑥𝑥 ∈ Ω, 𝜉𝜉𝛼𝛼:  |𝛼𝛼| ≤ 𝑚𝑚} ∈ RM  

непрерывен по совокупности переменных вместе с первыми 
и вторыми производными по   𝜉𝜉 ∈ RM. Пусть, кроме того, вы-
полнены оценки 

� 𝜕𝜕2𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜉𝜉𝛼𝛼𝜕𝜕𝜉𝜉𝛽𝛽

� ≤ 𝐶𝐶 �1 +   ∑ �𝜉𝜉𝛾𝛾�
𝑝𝑝𝛾𝛾

𝑚𝑚−�𝑁𝑁2� ≤|𝛾𝛾|≤𝑚𝑚 �
𝑝𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼

.           (3.9) 

Здесь: 
𝑝𝑝𝛾𝛾 − произвольное   положительное число, если 𝛾𝛾 = 𝑚𝑚 − 𝑁𝑁

2
; 

𝑝𝑝𝛾𝛾 =2N/N−2(m−|𝛾𝛾|)), если  𝑚𝑚− 𝑁𝑁
2

< |𝛾𝛾| < 𝑚𝑚; 
𝑝𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 − 𝑝𝑝𝛼𝛼−1  − 𝑝𝑝𝛽𝛽−1,  если   |𝛼𝛼| =  |𝛽𝛽| = 𝑚𝑚; 
𝑝𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1 − 𝑝𝑝𝛼𝛼−1, если    𝑚𝑚− 𝑁𝑁

2
< |𝛼𝛼| < 𝑚𝑚; 

𝑝𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1, если  |𝛼𝛼|, |𝛽𝛽| > 𝑚𝑚 − 𝑁𝑁
2

 , |𝛼𝛼| + |𝛽𝛽| < 2𝑚𝑚. 
В  этом случае функционал  𝑓𝑓  дифференцируем по Фреше на 
𝑊̇𝑊2

𝑚𝑚(Ω),  а его градиент  𝛻𝛻𝑓𝑓  удовлетворяет  условию Липшица 
на  каждом шаре пространства   𝑊̇𝑊2

𝑚𝑚(Ω).  
Если, кроме того, выполнена оценка 

∑ 𝜕𝜕2𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜉𝜉𝛼𝛼𝜕𝜕𝜉𝜉𝛽𝛽

𝜂𝜂𝛼𝛼𝜂𝜂𝛽𝛽|𝛼𝛼|=|𝛽𝛽|=𝑚𝑚  ≥c∑ 𝜂𝜂𝛼𝛼2|𝛼𝛼|=𝑚𝑚                             (3.10) 

(c> 0,   x ∈ Ω, 𝜉𝜉 ∈ RM,  𝜂𝜂 =  {𝜂𝜂𝛼𝛼: |𝛼𝛼| = 𝑚𝑚}), 
 
то градиент функционала  𝑓𝑓 обладает  (𝑆𝑆)+− свойством. 
 
Деформационный принцип 
Рассмотрим на   𝑊̇𝑊2

𝑚𝑚(Ω)  однопараметрическое семейство 
интегральных функционалов  (в  области Ω) 

𝑓𝑓(𝑢𝑢; 𝜆𝜆) = ∫𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑢𝑢(𝑥𝑥),D𝑢𝑢(𝑥𝑥), … ,𝐷𝐷𝑚𝑚𝑢𝑢(𝑥𝑥); 𝜆𝜆) 𝑑𝑑𝑑𝑑,   (3.11) 
где   u ∈ 𝑊̇𝑊2

𝑚𝑚(Ω), 0 ≤  𝜆𝜆 ≤ 1. 
Предположим, что интегрант  𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜉𝜉; 𝜆𝜆)  непрерывен  по сово-
купности переменных 𝑥𝑥 ∈ Ω, 𝜉𝜉 ∈ RM,  λ ∈ [0,1 ] вместе с произ-
водными  по  𝜉𝜉  до второго порядка включительно.  Пусть  
при каждом λ ∈ [0,1] интегрант 𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜉𝜉; 𝜆𝜆)  функционала  (3.11)  
удовлетворяет  оценкам  (3.9),  (3.10). 
Справедлива  следующая  (деформационная) теорема.  
Теорема 3.2. Пусть при каждом λ ∈ [0,1 ] задача Дирихле для 
уравнения  Эйлера функционала (3.11) 
∑ (−1)|𝛼𝛼|

|𝛼𝛼|=𝑚𝑚    𝐷𝐷𝛼𝛼 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜉𝜉𝛼𝛼

(𝑥𝑥,𝑢𝑢(𝑥𝑥),D𝑢𝑢(𝑥𝑥), … ,𝐷𝐷𝑚𝑚𝑢𝑢(𝑥𝑥); 𝜆𝜆) = 0, 
𝐷𝐷𝛼𝛼  𝑢𝑢(𝑥𝑥) = 0  при 𝑥𝑥 ∈  Ω   (|𝛼𝛼| ≤ 𝑚𝑚−1) 

имеет единственное обобщенное решение  𝑢𝑢(∙; 𝜆𝜆)∈𝑊̇𝑊2
𝑚𝑚(Ω). 

 
Пусть функция  𝑢𝑢0 = 𝑢𝑢(∙; 0) реализует локальный минимум в 
𝑊̇𝑊2

𝑚𝑚(Ω)  функционала 𝑓𝑓0 = 𝑓𝑓(∙; 0). Тогда функция  𝑢𝑢1 = 𝑢𝑢(∙; 1)  
реализует минимум функционала  𝑓𝑓1 = 𝑓𝑓(∙; 1). 
  

Замечание. Теорема 3.2 обосновывает деформационный 
принцип минимума для интегральных функционалов, рас-
сматриваемых на гильбертовом пространстве  𝑊̇𝑊2

𝑚𝑚(Ω). 
Аналогичный принцип справедлив для интегральных функ-
ционалов, рассматриваемых на банаховых пространствах 
𝑊̇𝑊𝑝𝑝

𝑚𝑚(Ω) (2 ≤ 𝑝𝑝 <∞). 
 
4. Устойчивость решений обыкновенных дифференци-
альных уравнений 

4.1. Устойчивость градиентных систем 
Рассмотрим градиентную систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

=   −𝛻𝛻𝛻𝛻(𝑥𝑥)     (x ∈ 𝑅𝑅𝑁𝑁),                   (4.1). 
где 𝑓𝑓:𝑅𝑅𝑁𝑁 → 𝑅𝑅   ‒ непрерывно дифференцируемая функция.   
Пусть  𝛻𝛻𝛻𝛻(0)=0. Тогда ноль − состояние равновесия. 
 
Теорема 4.1. Нулевое состояние равновесия системы (4.1) 
устойчиво по Ляпунову в том, и только в том случае, если 
ноль – точка локального минимума функции  𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
 
4.2. Устойчивость гамильтоновых систем 
Рассмотри гамильтонову систему 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

 =   𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝜕𝜕

 ,
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

=  −𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝜕𝜕

 .
                (4.2) 

Здесь  𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈  𝑅𝑅𝑁𝑁 ,   𝐻𝐻: 𝑅𝑅𝑁𝑁 𝑥𝑥𝑅𝑅𝑁𝑁 → 𝑅𝑅 – гладкая функция, называ-
емая гамильтонианом системы.   
Пусть  

𝜕𝜕 𝐻𝐻(0,0)
  𝜕𝜕𝜕𝜕

  = 𝜕𝜕 𝐻𝐻(0,0)
  𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0.  
Тогда точка (0,0)  ∈  𝑅𝑅𝑁𝑁 𝑥𝑥𝑅𝑅𝑁𝑁  является состоянием равновесия 
системы (4.2). В силу теоремы Дирихле, это состояние равно-
весия устойчиво по Ляпунову, если точка (0,0) является точ-
кой локального минимума гамильтониана H.   
Для исследования устойчивости состояний равновесия га-
мильтоновых систем можно применить гомотопический ме-
тод [2], [20-25]. 
 
Заключение 
 
Таким образом, рассмотренные примеры показывают боль-
шую эффективность при исследовании экстремальных задач 
нелинейных динамических систем. 
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