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Аннотация
Алгебра многомерных матриц является удачной моделью данных для задач из самых разных 
предметных областей. Многие авторы описывали аппаратно-программные комплексы, реали-
зующих алгебру многомерных матриц целиком или параллельные алгоритмы (λ, µ)-свернутого 
произведения для решения определенной задачи. Их реализации требует значительных тру-
дозатрат, а использование – знание и установку определенный фреймворков и компиляторов. 
Тем не менее в процессе исследования часто бывает полезно «проверить» предположение на 
частных случаях, что, возможно, быстро даст контрпример. Статья посещена созданию такого 
инструмента для прикладных исследований. Python-программы легки в написании, благодаря 
синтаксису, и имеют обширный выбор разнообразных библиотек. Среди них особое место зани-
мают библиотеки для быстрых вычислений: NumPy, CuPy, PyTorch, TensorFlow. Они могут обе-
спечить достаточную скорость вычислений как на CPU, так и на GPU, и обладают значительным 
функционалом для работы с многомерными объектами, хотя и не реализуют (λ, µ)-свернутого 
произведения. В статье показывается, что операция (0, µ)-свернутого произведения из алгебры 
многомерных матриц в точности совпадает с операцией tensordot(A, B, µ) из python-библиотек 
для тензорной алгебры. Статья содержит результаты эксперимента по сравнению скорости вы-
числений этой операции в разных библиотеках. Автор вводит параллельный алгоритм умно-
жения многомерных матриц, сводящий (λ, µ)-свернутое произведение к последовательности 
(0, µ)-свернутых произведений, которые могут быть выполнены параллельно. Это фактически 
сводит сложную задачу к параллельному вызову функции tensordot. Статья содержит подроб-
ное описание программы, реализующей алгоритм и результаты ее тестирования в разных сре-
дах выполнения.
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Abstract
Multidimensional matrix algebra is a successful data model for problems from a variety of subject 
areas. Many authors have described hardware and software complexes that implement the algebra 
of multidimensional matrices in its entirety or parallel algorithms of (λ, µ)-convolution product to 
solve a specific problem. Their implementation requires considerable labor, and the use of knowledge 
and installation of certain frameworks and compilers. Nevertheless, in the process of research, it is 
often useful to “test” the assumption on special cases, which may quickly give a counterexample. The 
article is devoted to the creation of such a tool for applied research. Python-programs are easy to write, 
thanks to the syntax, and have an extensive selection of various libraries. Among them, a special place 
is occupied by libraries for fast calculations: NumPy, CuPy, PyTorch, TensorFlow. They can provide 
sufficient computing speed on both CPU and GPU, and have significant functionality for working with 
multidimensional objects, although they do not implement a (λ, µ)-convolution product. The article 
shows that the operation (0, µ)-convolution product from the algebra of multidimensional matrices 
exactly coincides with the tensordot(A, B, µ) operation from python-libraries for tensor algebra. 
The article contains the results of an experiment comparing the calculation speed of this operation 
in different libraries. The author introduces a parallel algorithm for multiplying multidimensional 
matrices, reducing the (λ, µ)-convolution product to a sequence of (0, µ)-convolution products that 
can be performed in parallel. This actually reduces a complex task to a parallel call of the tensordot 
function. The article contains a detailed description of the program implementing the algorithm and 
the results of its testing in different runtime environments.
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Введение 

Авторы в работах [1] и [2] справедливо отмечают, что для наи-
более эффективного решения задачи, программно-аппаратный 
комплекс должен полностью реализовывать алгебру, в которой 
описывается её математическая модель1. Алгебра многомерных 
матриц может быть использована как модель данных для реше-
ния задачи из самых разных предметных областей. В статье [3] 
авторы доказывают гомоморфизм между алгеброй многомер-
ных матриц и реляционной алгеброй. Это породило новый под-
ход к распараллеливанию запросов в базах данных. С ее помо-
щью авторы в статье [4] вывели полиномиальные алгоритмы 
для вывода ассоциативных правил и маршрутизации. Некото-
рым матричным алгоритмам шифрования (шифр Хилла [5] и 
алгоритм Диффи-Хеллмана) удалось повысить криптостой-
кость при их обобщении на многомерный случай. Она удачно 
подходит для построения цепей Маркова [6] и решения задач на 
графах [7]. В статье [8] автор получает математическую модель 
операций свертки на основе алгебры многомерных матриц с 
операцией (0, µ)-свернутого произведения.
В статьях [2] и [9] авторы описывают различные подходы к по-
строению программно-аппаратного комплекса, реализующего 
алгебру многомерных матриц. Тем не менее, их использова-
ние требует уставки и умения использовать дополнительных 
пакетов и фреймворков, а сама реализация требует команду 
высоко квалифицированных инженеров-программистов. Ча-
сто же в начале исследования хочется “прощупать” гипотезу 
на простых примерах, которые, возможно, сразу же дадут кон-
трпример. Например, если в алгебре плоских матриц произ-
ведение определителей равно определителю произведения, 
а алгебра многомерных матриц является естественным обоб-
щением алгебры плоских матриц на многомерных случай, то 
будет ли это утверждение верно для определителей много-
мерных матриц и каких-то разбиений? В таких ситуациях ско-
ростные характеристики исследователю не важны, но хочется 
получать результаты без дополнительных настроек среды. 

Цель исследования 

В работе [10] авторы подробно описывают теоретические от-
личия тензорной алгебры от алгебры многомерных матриц. 
Тем не менее, библиотеки, её реализующие, обладают значи-
тельным функционалом по работе с многомерными массива-
ми данных. Автор продолжает исследование, начатое в статье 
[11], и ставит целью создание программного комплекса на 
базе python-библиотек, реализующей операции тензорной 
алгебры, для реализации основных операций алгебры много-

1 Захаров В. Н., Мунерман В. И. Параллельная реализация обработки интенсивно используемых данных на основе алгебры многомерных матриц // Аналити-
ка и управление данными в областях с интенсивным использованием данных: XVII Международная конференция DAMDID/RCDL ; под ред. Л. А. Калиничен-
ко, С. О. Старкова. Обнинск : НИЯУ МИФИ, 2015. С. 217-223.
2 Технология программирования CUDA : учеб. пособие / Д. Н. Тумаков, Д. Е. Чикрин, А. А. Егорчев, С. В. Голоусов. Казань : КФУ, 2017. 112 с. URL: https://kpfu.ru/
portal/ias_utils.file_download?p_table_id=4&p_file=F1135783586/Tumakov_D_N_i_dr_Tekhnologiya_programmirovaniya.pdf (дата обращения: 28.09.2022).   
3 O’Connor T. J. Violent Python. Waltham, MA : Syngress, 2013. 262 p. doi: https://doi.org/10.1016/C2011-0-07761-X
4 Cannon’s Matrix Multiplication Algorithm using MPI [Электронный ресурс] // GitHub repository. GitHub, 2018. URL: https://github.com/andadiana/cannon-
algorithm-mpi (дата обращения: 28.09.2022).
5 Cannon L. E. A cellular computer to implement the Kalman filter algorithm : Electronic Theses and Dissertations. Bozeman, MT, USA : Montana State University, 1969. 
Order Number: AAI7010025. URL: https://scholarworks.montana.edu/xmlui/bitstream/handle/1/4168/31762100054244.pdf (дата обращения: 28.09.2022).  
6 NumPy [Электронный ресурс]. URL: https://numpy.org (дата обращения: 28.09.2022).

мерных матриц. С его помощью исследователи смогут полу-
чать результаты без дополнительных настроек среды выпол-
нения и его использование не будет требовать знания CUDA2 и 
других фреймворков.

Скорость python-библиотек в сравнении 
с C++
Часто можно услышать, что python – интерпретируемый язык 
программирования3 [12]. Поэтому программы, написанные на 
нем, будут работать медленно и для достижения скорости нуж-
но использовать C++ [13]. Это правда только от части. Как пра-
вило математические пакеты написаны на C++, CUDA, Fortran и 
обеспечивают достаточную скорость вычислений, а сам python
в таком случае служит лишь «языком интерфейсом» [14]. Про-
ведем эксперимент: сравним скорость умножения плоских ма-
триц для программы4, написанной на С++ с использованием 
MPI [15] и алгоритма Кэннона5 и программы написанной на 
python, умножающий эти же матрицы с помощью вызова функ-
ции numpy.dot( ,  )A B 6  [16-18]. Эксперимент производился на 
компьютере с 16 ГБ ОЗУ и процессором Ryzen™ 7 2700X. 
На оси X  рисунка 1 указаны размеры квадратных матриц 
A  и B , на оси Y  – необходимое время для выполнения 

операции. Точки, лежащие на штрихованной (основной) ло-
манной, показывают время в секундах произведения матриц 
A  и B , выполняемого средствами NumPy (С++ с использо-

ванием MPI и алгоритма Кэннона). Как видно из рисунка 1, 
numpy.dot( ,  )A B  работает быстрее, а код программы в сотни 
раз короче и приятнее к прочтению.

Р и с. 1. NumPy vs C++ (CPU)
F i g. 1. NumPy vs C++ (CPU)
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Разумеется, из этого не следует, что программы, написанные 
на NumPy, принципиально предпочтительнее для быстрых 
вычислений. Целью эксперимента было не сравниваться ско-
рость вычисления C++ и NumPy, а показать, что последний 
обладает достаточной скоростью выполнения операций из 
коробки. Операция умножения плоских матриц была выбрана 
не случайно: она является частным случаем (λ, µ)-свернутого 
произведения – (0, 1)-свернутое произведение, и частным слу-
чаем tensordot(A, B, µ) – tensordot(A, B, 1). Связь этих операций 
из алгебры многомерных матриц и тензоров будет описана 
ниже и является основой разрабатываемого программного 
комплекса.

(λ, µ)-свернутое произведение

Пусть матрицы 
1 ... pi iA A=  и 

1 ... qi iB B= , p- и q-мер-
ные соответственно. Совокупности индексов этих ма-
триц 1,..., pi i  и 1,..., qi i  разбиваются на четыре груп-
пы, содержащие соответственно κ, λ, µ и ν индексов  
(κ, λ, µ, ν ≥ 0). Причем κ+λ+µ=p, а λ+µ+ν=q. Для полученных групп 
индексов используются обозначения: 1( ,..., )l l l κ= , 1( ,..., )s s s λ= , 

1( ,..., )c c c µ=  и 1( ,..., )m m mν= . Тогда матрицы A и B можно пред-
ставить в виде lscA A=  и csmB B= . Индексы разбиения c на-
зываются кэлиевыми, s – называются скоттовыми, а индексы 
разбиения m и l – свободными. Матрица lsmC C= , элементы 
которой вычисляются по формуле 

( )
lsm lsc csm

c
C A B= ×∑ , называет-

ся (λ, µ)-свернутым произведением матриц A и B. Обозначает-
ся: , ( )A B Cλ µ × = . (λ,  µ)-свернутое произведение многомерных 
матриц – центральная операция алгебры многомерных ма-
триц7. Вычислительная сложность такой операции O( )N λ µ κ ν+ + +  
Н. П. Соколов в работе8 рассматривает только многомерные 
матрицы, где 1 (max( , )),..., 1,...,p qi i N= , где N  – порядок многомерной 
матрицы. Тем не менее, для операции (λ,  µ)-свернутого про-
изведения достаточно, чтобы попарно совпадали порядки из 
кэлиевых и скоттовых групп индексов [19]. 

Выражение (λ, µ)-свернутого 
произведения через последовательность 
(0, µ)-свернутых произведений
Пусть lsc

A a=  p-мерная матрица. За 1
( ,..., )i i iS s s

λ
=  обозначим 

зафиксированный набор скоттовых индексов. Всего таких на-
боров N λ . Каждому такому набору сопоставим ( )p λ− -мерную 
матрицу  ( )i i i

S S
S S lS c

lc
A a a= = , которая является  Si-тым скотто-

вым сечением многомерной матрицы A. Многомерную матри-
цу, обладающую скоттовыми индексами, можно представить в 
виде группы ее скоттовых сечений: { }

1
( )

i

N
S S

S
i

D A A
λ

=
= . Верно и об-

ратное: по группе скоттовых сечений можно восстановить ис-
ходную многомерную матрицу:  ( ) { }1

1i

N
S S

S
i

A D A
λ

−

=

 
=  

 
.

Лемма 1.  

( )  { } 11( , ) (0, )

0
( ) (

i i

N
S S S

S S
i

A B D A B
λ

λ µ µ
−−

=

 
× = × 

 
. 

7 Соколов Н. П. Введение в теорию многомерных матриц. Киев : Наукова думка, 1972. 176 с.
8 Там же.

Доказательство леммы 1.
1,...,i N λ∀ =  верно, что    ( )(0, ) ( )

i i i i

S S S S
S S S S

lm
A B C cµ × = = , где 

  

i i i i i i

S S S
S S S lS c cS m lS m

ñ ñ
c a b a b c= × = × =∑ ∑ . 

Тогда ( )  { } ( ) { }1 1(0, ) ( , )

11
( ( )

i i i

N NS S S S
S S lS m lsmii

D A B Dñ c A B
λ λ

µ λ µ− −

==

   × = = = ×     
. 

Что и требовалось доказать [11].
Разные варианты идей работы со сотовыми сечениям для 
выполнения (λ, µ)-свернутого произведения предлагались 
авторами в статьях [9], [20-22]. Тем не менее, с помощью 
выше доказанной леммы появляется возможность сводить (λ, 
µ)-свернутое произведения к параллельной последовательно-
сти (0,  µ)–свернутых произведений над матрицами меньшей 
размерности.
Пример применения леммы 1. Выполнить (2, 1)-свернутое 
произведение матриц A и B, где

0000 0001 0100 0101

0010 0011 0110 0111

1000 1001 1100 1101

1010 1011 1110 1111

1 2 3 2
0 1 4 1

2 0 0 1
1 3 2 1

a a a a
a a a a

A
a a a a
a a a a

−
= =

−

и
 

000 001 100 101

010 011 110 111

1 2 1 3
2 0 4 1

b b b b
B

b b b b
= =

−

. 

( ) { }312,1

0
( )

i

S S
S

i
A B C D C

−

=

 × = =  
 

, где

  

(0,1)
0000 0001 000 000(0,1)

00 00 00
1000 1001 100 100

1 2 1 3
( )

2 0 1 2
S S S a a b c

C A B
a a b c

        
= × = × = × = =        − −        

,

  

(0,1)
0010 0001 001 001(0,1)

01 01 01
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( )

1 3 3 11
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C A B
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× = = =  [11].

tensordot(A, B, µ) это (0, µ)-свернутое произведение многомер-
ных матриц 

Лемма 2. 
Функция tensordot(A, B, µ), которая сворачивает многомерные 
матрицы по µ последним индексам первого аргумента и µ пер-
вым индексам второго, реализует (0, µ) свернутое произведе-
ние многомерных матриц A и B. 
Доказательство леммы 2.
Результатом операции tensordot(A, B, µ) для двух многомерных 
объектов 
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объект 

1 2 1 2 1 1 1
1 2

... ... .... .... ...
, ,..,

p q p p p p p q
p p p

i i i i i i i i i j j
i i i

Ñ ñ a b
µ µ µ µ µ

µ µ

+ − − − + − + −

− + − +

= = ×∑

(*). Разбив индексы многомерных матриц A  и B  на группы: 

1 1 1... ... ...p pi i l l c c lcA a a a
µ µ−

= = =  и 
1 1 1... ... ...q qi i c c m mB b b

µ µ−
= = . 

Тогда выражение (*) можно переписать в виде 

lm lc cm
c

Ñ ñ a b= = ×∑
, что соответствует определению 

(0, µ)-свернутого произведения. Что и требовалось доказать.
Метода, реализующего (λ, µ)-свернутое произведение, в би-
блиотеках тензорной алгебры нет.

Сравнение популярных python-
-библиотек, реализующих tensordot
Рассмотрим наиболее популярные библиотеки для работы 
с тензорной алгеброй, реализующие операцию tensordot: 
NumPy [18], CuPy9, PyTorch10, TensorFlow11.
Все они являются библиотеками с открытым исходным кодом, 
в основе которых лежит C++, Fortran CUDA, BLAS и cuBLAS, что 
обеспечивает их быстродействие. Сравнивать их будем попар-
но: NumPy vs TensorFlow с вычислениями на CPU, PyTorch vs 
CuPy с вычислениями на GPU12. Эксперимент производился в 
среде Colab [23, 24].
На оси X  рисунка 2 указаны порядки 6-ти и 8-ми матриц A
и B , на оси Y  – необходимое время для выполнения опера-
ции. Tочки, лежащие на штрихованной (основной) ломанной, 
показывают время в секундах 0,4 ( )A B×  свернутого произ-
ведения матриц A  и B , выполняемого средствами NumPy 
(TensorFlow) на CPU. 
На оси X  рисунка 3 указаны порядки 6-ти и 8-ми матриц A  и 
B , на оси Y  – необходимое время для выполнения операции.  

Точки, лежащие на штрихованной (основной) ломанной, пока-
зывают время в секундах 0,4 ( )A B×  свернутого произведения 
матриц A  и B , выполняемого средствами CuPy (PyTorch) на 
GPU.
Вычислительная сложность производимой операции – 

0 4 2 4 10O( ) O( ) O( )N N Nλ µ κ ν+ + + + + += = , что объясняет экс-
поненциальный характер графиков. В производимом экспери-
ментах NumPy и CuPy показали себя лучше в вычислениях на 
CPU и GPU, соответственно. Кроме этого, они имеют практиче-
ски одинаковый синтаксис в силу того, что CuPy позициониру-
ет себя как NumPy и SciPy для GPU вычислений [25]. Этот факт 
позволят адаптировать программный код под разные среды 
выполнений с минимальными изменениями. 

9 CuPy: NumPy & SciPy for GPU : сайт Preferred Networks [Электронный ресурс]. URL: https://cupy.dev (дата обращения: 28.09.2022).
10 PyTorch : сайт The Linux Foundation [Электронный ресурс]. URL: https://pytorch.org (дата обращения: 28.09.2022).
11 TensorFlow [Электронный ресурс] // Google. URL: www.tensorflow.org (дата обращения: 28.09.2022).
12 Ziogas A. N. A Data-Centric Optimization Workflow for the Python Language : Doctoral Thesis. ETH Zurich, 2022. 173 p. doi: https://doi.org/10.3929/ethz-b-000586638

Р и с. 2. NumPy vs TensorFlow (CPU)
F i g. 2. NumPy vs TensorFlow (CPU)

Рис. 3. PyTorch vs CuPy (GPU)
F i g. 3. PyTorch vs CuPy (GPU)

Программная реализация

NumPy имеет много полезных функций, упрощающих работу с 
многомерными массивами данных: 
•	 инициализации p-мерной матрицы A  порядка N:

( )_ ( ( ) ) ..' .'. . . ,  ,  .
p

A A reshape np full like np arange dtype int N A reshapep N N
  
  =
   

= =




, 

где 1' ' ... ' pN
A a a =    и 1 2 ...'

pi i ia aβ = , где 1 2 10( ... )p N
i i iβ = . 
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•	 взятие сечение матрицы:


1
[ ... ,..., ... ],  ,  

i

S
S i iA A s s

λ

κ µ

β β β β=
 

, где 

],  ,  ( )slice None None Noneβ = . 
•	 получение всевозможных наборов индексов:
Выражение ( ),         ][        a b for a in for b inβ β , где [ ]1 ... Nβ = , 

позволяет получать декартово произведение множеств β . 
Повторив его нужное количество раз, можно получить всевоз-
можные наборы индексов. 
•	 составление многомерной матрицы из ее сечений.
Операция 

1
,  , [ ... ,..., ... ] '

i

S
i i SA s s A

λ

κ µ

β β β β =
 

, где 

],   ,  ( )slice None None Noneβ =  заменяет 


i

S
SA  сечение ма-

трицы A  на 
'

i

S
SA . Замена всех сечений нулевой многомерной 

матрицы на данные дает нужный результат.
Имея такой вспомогательный функционал, можно реализо-
вать параллельный вариант (λ, µ)-свернутого произведения 
матриц À  и B  по следующему алгоритму:
•	 комбинация методов получения всевозможных наборов 

индексов и взятия сечений многомерной матрицы реали-
зует операцию 

{ }
1

( )
i

N
S S

S
i

D A A
λ

=
=

. С её помощью представ-

ляем матрицы À  и B  в виде групп их скоттовых сече-
ний: 

{ }
1i

N
S
S

i
A

λ

=

 и 
{ }

1i

N
S
S

i
B

λ

=

;

•	 параллельно c помощью библиотеки Joblib13 выполняем 
(0, µ)-свернутое произведение для каждой пары  

i

S
SA  и 



i

S
SB , получив 

{ }
1i

N
S
S

i
C

λ

=

;

•	 составляем многомерную матрицу C  из ее сечений 

{ }
1i

N
S
S

i
C

λ

=

.

Для оптимальной работы алгоритма рабочая станция должна 
иметь число потоков не меньшее, чем число всевозможных на-
боров скоттовых индексов ( N λ

).

Полученные результаты

По описанию, изложенном в статье, был построен программ-
ный комплекс, реализующий (λ, µ)-свернутое произведение 
матриц À  и B . Его тестирование на CPU проводилось на 
компьютере с 16 ГБ ОЗУ и процессором Ryzen™ 7 2700X. На оси 
X  рисунка 4 указано число свободных индексов матрицы A

, на оси Y  – необходимое время для выполнения операции. 
Точки на штрихованной ломанной показывают время в секун-
дах 

3,5 ( )A B×  свернутого произведения матриц A  и B , где 
2N = , 9ν = .

13 joblib ‒ PyPI [Электронный ресурс] // Python Software Foundation. URL: https://pypi.org/project/joblib (дата обращения: 28.09.2022).

Р и с. 4. (3, 5)-свернутое произведение NumPy
F i g. 4. (3, 5)-collapsed NumPy product

Тестирование на GPU проводилось в среде Colab. На оси X  ри-
сунка 5 указано число свободных индексов матрицы A , на оси 
Y  – необходимое время для выполнения операции. Точки на 
основной ломанной показывают время в секундах 

3,5 ( )A B×
свернутого произведения матриц A  и B , где 2N = , 9ν = .

Р и с. 5. (3, 5)-свернутое произведение CuPy
F i g. 5. (3, 5)-collapsed CuPy product

Хотя прямое сравнение полученных результатов не корректно 
из-за разных сред выполнения, стоит отметить, что в среде 
Colab CPU обладает лишь 2-мя потоками, что сильно меньше 
8-ми скоттовых индексов в матрицах, участвующих в опера-
ции.

Заключение

В статье было показано, что популярные python-библиотеки 
тензорной алгебры, написанные на C++, Fortran CUDA могут 
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обеспечить достаточную скорость вычислений. Было дока-
зано, что (λ, µ)-свернутое произведение можно представить 
через последовательность (0, µ)-свернутых произведений, 
которые можно выполнять параллельно, причем операция (0, 
µ)-свернутое произведение из алгебры многомерных матриц 
в точности совпадает с операцией tensordot(A, B, µ) из тен-
зорных библиотек. В статье проведен сравнительный анализ 
скорости вычислений операции tensordot(A, B, µ) в наиболее 

популярных python библиотеках, на основании которого была 
выбрана связка из NumPy и CuPy для разных сред вычисле-
ний. В статье подробно описывается программный комплекс, 
реализующий (λ, µ)-свернутое произведение многомерных 
матриц и приводятся результаты его тестирования, которые 
в последствии могут использоваться для сравнения и оценки 
других параллельных алгоритмов реализации (λ, µ)-свернуто-
го произведения. 
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