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Аннотация
Многомерные матрицы – это мощный инструмент для решения различных фундаментальных 
научных проблем и прикладных научно-технических задач. В качестве примеров применения 
многомерных матриц в различных областях можно привести как работу создателя теории мно-
гомерных матриц Н.П. Соколова так и другие работы в том числе и выполненные авторами. 
Проблема параллельной реализации самой сложной операции алгебры многомерных матриц 
– (λ, µ)-свернутого произведения относится к числу наиболее важных. Не случайно проблеме 
параллельного умножения обычных двумерных матриц посвящено много публикаций. В этих 
работах рассматриваются проблемы выбора способа распределения элементов матриц между 
процессорами и разработки архитектур программно-аппаратных комплексов для эффектив-
ной реализации этой операции. Для параллельного умножения обычных матриц, как правило, 
используются два вида алгоритмов: ленточные, реализующие поэлементное умножение ма-
триц и блочные, основанные на методе Фробениуса. Многие авторы, проводившие анализ эф-
фективности параллельного умножения матриц, отдают предпочтение блочным алгоритмам, 
утверждая, что последние обладают высокой степенью масштабируемости. Учитывая тот факт, 
что масштабируемость – это наиболее важное свойство параллельных алгоритмов и вычисли-
тельных комплексов их реализующих, в дальнейшем будет рассматриваться параллельный 
алгоритм блочного умножения многомерных матриц. В работе рассматривается обобщение 
алгоритма Кэннона на (λ, µ)-свернутое произведение многомерных матриц. Доказано, что мно-
гомерные матрицы-операнды могут быть представлены как совокупность сечений по скотто-
вым индексам, произведения которых позволяют получить требуемую матрицу-результат. Для 
разбиения этих сечений на блоки и пересчета индексов блоков в ходе выполнения алгоритма 
предложен метод, основанный на использовании специфических систем счисления, и опреде-
лен метод вычисления оснований этих систем счисления. Процесс выполнения обобщенного 
алгоритма Кэннона проиллюстрирован таблицами распределения блоков на всех этапах вы-
полнения алгоритма. Предложенный метод обобщения может быть распространен и на другие 
алгоритмы блочного умножения матриц.
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Abstract
Multidimensional matrices are a powerful tool for solving various fundamental scientific problems 
and applied scientific and technical problems. As examples of the use of multidimensional matrices 
in various fields, one can cite the work of the creator of the theory of multidimensional matrices 
N.P. Sokolov and other works, including those performed by the authors. The problem of parallel 
implementation of the most complex operation of the algebra of multidimensional matrices, the (λ, µ)-
convolution product, is one of the most important. It is no coincidence that many publications are 
devoted to the problem of parallel multiplication of ordinary two-dimensional matrices. In these works, 
the problems of choosing a method for distributing matrix elements between processors and developing 
architectures of software and hardware systems for the effective implementation of this operation are 
considered. For parallel multiplication of ordinary matrices, as a rule, two types of algorithms are used: 
band algorithms that implement element-wise matrix multiplication and block algorithms based on 
the Frobenius method. Many authors who have analyzed the efficiency of parallel matrix multiplication 
prefer block algorithms, arguing that the latter have a high degree of scalability. Taking into account 
the fact that scalability is the most important property of parallel algorithms and computing systems 
that implement them, in the future we will consider a parallel algorithm for block multiplication of 
multidimensional matrices. The paper considers a generalization of the Cannon algorithm to the 
(λ, µ)- convolution product of multidimensional matrices. It is proved that multidimensional matrices-
operands can be represented as a set of sections by Scottish indices, the products of which allow one 
to obtain the required matrix-result. To split these sections into blocks and recalculate block indices 
during the execution of the algorithm, a method based on the use of specific number systems is 
proposed, and a method for calculating the bases of these number systems is determined. The process 
of executing the generalized Cannon algorithm is illustrated by block distribution tables at all stages of 
the algorithm execution. The proposed generalization method can be extended to other block matrix 
multiplication algorithms.
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Введение

Многомерные матрицы – это мощный инструмент для реше-
ния различных фундаментальных научных проблем и при-
кладных научно-технических задач. В качестве примеров при-
менения многомерных матриц в различных областях можно 
привести как работу создателя теории многомерных матриц 
Н.П. Соколова [1], так и работы [2-7]. 
Проблема параллельной реализации самой сложной операции 
алгебры многомерных матриц – (λ, µ)-свернутого произведе-
ния относится к числу наиболее важных. Не случайно пробле-
ме параллельного умножения обычных двумерных матриц по-
священо много публикаций. В этих работах рассматриваются 
проблемы выбора способа распределения элементов матриц 
между процессорами и разработки архитектур программ-
но-аппаратных комплексов для эффективной реализации 
этой операции1 [8-23].
Для параллельного умножения обычных матриц, как правило, 
используются два вида алгоритмов [8]: ленточные, реализую-
щие поэлементное умножение матриц и блочные, основанные 
на методе Фробениуса2. Многие авторы, проводившие анализ 
эффективности параллельного умножения матриц [17-24], 
отдают предпочтение блочным алгоритмам, утверждая, что 
последние обладают высокой степенью масштабируемости. 
Учитывая тот факт, что масштабируемость – это наиболее 
важное свойство параллельных алгоритмов и вычислитель-
ных комплексов их реализующих, в дальнейшем будет рас-
сматриваться параллельный алгоритм блочного умножения 
многомерных матриц. 
Метод Фробениуса естественно обобщается на многомерные 
матрицы. Известны различные реализации параллельного ум-
ножения матриц: алгоритмы Фокса и Кэннона [8], универсаль-
ный алгоритм для параллельных вычислительных комплек-
сов с распределенной памятью PUMMA [19], масштабируемый 
универсальный алгоритм SUMMA [20]. 
В работе рассматривается обобщение алгоритма Кэннона на 
(λ, µ)-свернутое произведение многомерных матриц. Пред-
ложенный метод обобщения может быть распространен и на 
другие алгоритмы блочного умножения матриц.

Умножение многомерных матриц

Определение операции умножения многомерных матриц не-
однократно приведено во многих работах3 [1, 3, 25]. Но для 
лучшего восприятия предложенного в статье метода целесо-
образно его повторить здесь. 
Определение. Пусть даны p-мерная матрица 1... pi iA a= и 
q-мерная матрица 1... pi iB b= . Можно разбить совокупности ин-
дексов 1, ..., pi i  и 1, ..., qi i  на четыре группы, содержащие со-
ответственно κ, λ, µ и ν индексов (κ, λ, µ, ν ≥ 0). Причем κ+λ+µ=p, 
а λ+µ+ν=q. Разбиение порождает четыре группы индексов: 

1( ,..., )l l l κ= , 1( , ..., )s s s λ= , 1( , ..., )c c c µ=  и 1( , ..., )m m mν=  . 
Индексы разбиений s и c (они называются скоттовыми и кэ-
лиевыми индексами) принадлежат обеим матрицам. Тогда ма-

1 Grama A., Gupta A., Karypis G., Kumar V. Introduction to Parallel Computing. 2nd Ed. Addison Wesley, 2003. 664 p.
2 Гантмахер Ф. Р. Теория матриц. 2-е изд., доп. М. : Наука, 1966. 576 с. URL: http://mathscinet.ru/files/Gantmaher.pdf (дата обращения: 19.06.2022).
3 Соколов Н. П. Введение в теорию многомерных матриц. Киев : Наукова думка, 1972. 176 с.

трицы A и B можно представить в виде lscA a=  и scmB b=  . 
Очевидно, что если индексу sγ (cγ) соответствуют индекс iα в 
матрице A и индекс iβ в матрице B, то i in n

α β
= .  

Матрица lsmC C= , элементы которой вычисляются по фор-
муле 

( )
lsm lsc scm

c
c a b= ×∑ , называется (λ, µ)-свернутым произве-

дением матриц A и B и обозначается , ( )A Bλ µ × .
Особенность, отличающая его от умножения обычных (пло-
ских) матриц и тензоров, заключатся в наличии скоттовых ин-
дексов, которые присутствуют в обеих матрицах-операндах и в 
матрице-результате. Эта особенность существенно сказывает-
ся на алгоритме умножения многомерных матриц. При отсут-
ствии скоттовых индексов этот алгоритм мало отличается от 
алгоритма умножения плоских матриц. Далее рассматривает-
ся алгоритм параллельного умножения многомерных матриц 
при наличии скоттовых и кэлиевых индексов (λ>0, µ>0). Для 
предложенного метода обобщения алгоритма Кэннона, как и 
в самом алгоритме, предполагается, что количества значений 
всех индексов во всех разбиениях l, s, c, m матриц-сомножите-
лей A и B одинаковы, и равны некоторому числу n. 
Из определения следует, что матрицы-операнды 1... pi iA a=  , 

1... pi iB b=  и матрицу-результат C можно рассматривать как 
условно трехмерные матрицы lscA a= , scmB b=  и lsmC C=  , 
рассматривая индексы разбиений l, s, c и m как мультииндексы.

Разбиение многомерных матриц на 
блоки по скоттовым индексам
Пусть даны: p-мерная матрица A (Alsc), q-мерная матрица 
B (Bscm) и r-мерная матрица C (Clsm) (r=p+q−λ−2µ) такая, что 

)(, BAC ×= µλ . Если зафиксировать по одному значению каж-
дого из скоттовых индексов, одинаковому во всех трех ма-
трицах (  00

1 ...,, λss ), то будут получены: (p−λ)-кратное сечение 
матрицы A, (q−λ)-кратное сечение матрицы B и (r−λ)-кратное 
сечение матрицы C. Все эти сечения будут иметь ориентацию 

)...,,( 1 λss . Пусть 11
1 ...,, λss  и 22

1 ...,, λss  фиксированные на-
боры значений скоттовых индексов многомерных матриц A, B 
и C, отличающиеся друг от друга, по крайней мере, одним зна-
чением. Этим наборам значений скоттовых индексов соответ-
ствуют два различных сечения каждой из матриц. Элементы 
соответствующих сечений матрицы C вычисляются по следу-
ющим формулам:

∑
=

⋅=
n

cc
mmccssccssllmmssll

bac
0...,,1

...1...1
1...1

1...1
1...1

1...1...1
1...1

1...1
µ

νµλµλκνλκ ,  (1)
 

∑
=

⋅=
n

cc
mmccssccssllmmssll

bac
0...,,1

...1...1
2...2

1...1
2...2

1...1...1
2...2

1...1
µ

νµλµλκνλκ . (2)

Из приведенных формул вытекает следующее утверждение.
Утверждение. Результат (λ, µ)-свернутого произведения двух 
многомерных матриц A и B размерностей p и q, при наличии 
скоттовых индексов (λ>0), есть r-мерная матрица C (r=p+q−
λ−2µ), составленная из (r−λ)-кратных сечений, каждое из ко-
торых есть произведение (p−λ)-кратного сечения матрицы A 
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и (q−λ)-кратного сечения матрицы B.  При этом наборы значе-
ний индексов λss ...,,1  сечений-сомножителей и сечения-ре-
зультата совпадают.
Таким образом первое разбиение матриц-операндов и матри-
цы-результата на блоки можно осуществить, фиксируя значе-
ния индексов разбиения s. Следовательно, если рассматривать 
индексы разбиений l, s, c и m как мультииндексы, то для каж-
дого фиксированного значения мультииндекса s= s* матрицы, 

*s cm
B b=  и *ls m

C C= можно рассматривать как условно дву-
мерные. Тогда, если каждый индекс из разбиения s принимает 
значения от 0 до n−1, и имеется nλ процессоров, желательно 
параллельных, что будет следовать из дальнейшего изложе-
ния, то на каждом из этих процессоров будет выполняться 
(0, µ)-свернутое произведение вида * * *

0, ( )
ls m ls c s cm

C A Bµ= × . 
Таким образом, в рассматриваемом случае, (λ, µ)-свернутое 
произведение условно трехмерных матриц сводится к Eλ 
(0, µ)-свернутых произведений над сечениями ориентации s 
(по всем наборам значений скоттовых индексов) матриц-опе-
рандов. 

Обобщение алгоритма Кэннона  
на (0, µ)-свернутое произведение
Как и в случае умножения плоских матриц, алгоритм умно-
жения многомерных матриц – простых сечений матриц A и B 
ориентации )...,,( 1 λss реализуется параллельно выполняе-
мыми процессами. Поскольку умножения этих сечений не за-
висят друг от друга, далее рассматривается умножение в рам-
ках только одного сечения. Кроме того, предполагается, что 
κ=ν, то есть обе матрицы
Сложность обобщения заключается в том, в алгоритме Кэн-
нона, реализующем умножение плоских матриц, операции 
циклического сложения выполняются над тремя индексами, 
а в случае многомерных матриц необходимо выполнять эту 
операцию над κ+λ+ν индексами. Это существенно усложняет 
как формализацию задачи пересылки блоков матриц операн-
дов между процессами, так и реализацию алгоритма пересчета 
значений индексов. Поскольку предполагается, что все индек-
сы всех сечений принимают одно и то же количество значе-
ний от 0 до n-1, то далее рассматривается метод, основанный 
на представлении каждого набора значений индексов в виде 
числа в системе счисления с основанием E (E<n), смысл ко-
торого будет определен в дальнейшем.
Пусть T такое число, что nκ, nµ и nν кратны T и 

nE
T

= . Тогда 
матрицы A и B могут быть разбиты  на  E2(κ+µ) и E2(µ+ν) блоков со-
ответственно. Следуя требованиям алгоритма Кэннона пред-
полагается, что κ=ν, то есть обе матрицы содержат одинаковое 
количество свободных индексов. Следовательно, в этом слу-
чае для параллельной реализации (0, µ)-свернутого произве-
дения требуется E2(κ+µ) = E2(µ+ν)  процессов. Каждый процесс по-
следовательно выполняет умножение соответствующих друг 
другу блоков условно двумерных матриц A и B и складывает 
произведение с блоком условно двумерной матрицы C. После 
выполнения последней итерации блок матрицы C принимает 
окончательное значение. При этом должны выполняться сле-
дующие требования:
1. Блок матрицы A – это ее сечение, в котором индексы разби-
ения l и c принимают E последовательных значений, индексы 

разбиения s – единственное значение.  
2. Блок матрицы B – это ее сечение, в котором индексы разби-
ения m и c принимают E последовательных значений, индексы 
разбиения s – единственное значение.
3. Блок матрицы C – это ее сечение, в котором индексы разби-
ения l и m принимают n последовательных значений, индексы 
разбиения s – единственное значение.
Общий индекс процесса можно представить в виде триады: 

* *
1 , ...,l m

E EN s s Nλ< > , где l
EN  и m

EN  – числа в E-ричной систе-
ме счисления, принимающие значения от 0 до Eκ−1 = Eν−1 и со-
ответствующие свободным индексам обеих матриц. Пересчет 
индексов процессов производится посредством сложения чи-
сел  l

EN  и m
EN  с целым числом, которое задается на каждом 

шаге алгоритма.   Фиксированные значения  
* *
1 , ...,s sλ  скотто-

вых индексов в пересчете не участвуют и используются толь-
ко для идентификации сечения. Таким образом многомерные 
сечения условно трехмерных матриц сводятся к условно дву-
мерным матрицам и (0, µ)-свернутое произведение сводится к 
условно (0, 1)-свернутому произведению, что позволяет упро-
стить обобщение алгоритма Кэннона.

Реализация обобщенного алгоритма 
Кэннона
В начальном состоянии предполагается, что каждый про-
цесс связан с блоками матриц A и B, индексы которых со-
ответствуют индексам процесса. Это означает, что для 
сечения ориентации 

**
1 ...,, λss  при фиксированных i и j 

0, ..., 1... 1, 1... 1i E E j E E
κ ν

= − − = − −  , где 1... 1 1,E E Eκ

κ

− − = −

1... 1 1E E Eν

ν

− − = −
 

процессу * *
1 1 1... , ..., ...i i i il l s s m m

P
κ λ κ  будут соответствовать блоки 

* *
1 1 1... , ..., ...i i i il l s s c c

A
κ λ µ

  и * *
1 1 1, ..., ... ...i i i is s c c m m

A
λ µ ν

матриц A и B. Начальная 
привязка блоков матриц A и B к процессам приведена в табли-
це 1. Кроме того начальному состоянию соответствуют «об-
нуленные» (заполненные значениями нейтрального элемен-
та) блоки сечения матрицы C в соответствующих процессах.. 
Распределение блоков сечений матриц A, B и C может быть 
физическим, если каждый процесс связан с автономным запо-
минающим устройством, или логическим, если все процессы 
обрабатывают данные расположенные на одном запоминаю-
щем устройстве.
На первом этапе алгоритма выполняются следующие дей-
ствия: 
1. Блок матрицы A с набором значений индексов  

1( ... )i i
El lκ  разбиения l связывается с процессом, набор значе-

ний индексов разбиения m которого вычисляется по формуле. 
1( ( ... ) ) mod ( 0, ..., 1... 1).i i

EE l l i E i E Eκ κ
κ

κ

+ − = − −  
2. Блок матрицы B с набором значений индексов 

1( ... )j j
Em mν

  разбиения m связывается с процессом, набор зна-
чений индексов разбиения m которого вычисляется по форму-
ле. 

1( ( ... ) ) mod ( 0, ..., 1... 1).j j
EE m m j E j E Eν ν

ν
ν

+ − = − −

Привязка блоков матриц A и B к процессам после завершения 
первого этапа алгоритма приведена в таблице 2.
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Т а б л и ц а 1. Начальное распределение блоков сечений матриц A и B по процессам
T a b l e 1. Initial distribution of blocks of sections of matrices A and B by processes

 

 



* *
1

* *
1

* *
1

0...0 ... 0...0

0...0 ... 0...0

... 0...00...0

s s

s s

s s

P

A

B

λ
κ ν

λ
κ µ

λ
µ ν
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1
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1
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s s E E E
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λ
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Т а б л и ц а 2. Результаты первого этапа алгоритма
T a b l e 2. Results of the first stage of the algorithm
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Второй этап алгоритма состоит из E итераций, на каждой из 
которых выполняются три действия:
1. Каждый процесс * *... ... ...1 1 1

j ji il l s s m m
P

κ λ ν
 выполняет умноже-

ние связанных с ним блоков матриц A и B и складывает резуль-
тат умножения с соответствующим ему блоком матрицы C.
2. Блок матрицы A с набором значений индексов  

1( ... )i i
El lκ  разбиения l связывается с процессом, набор значе-

ний индексов разбиения m которого вычисляется по формуле. 

1( ( ... ) 1) mod .i i
EE l l Eκ κ

κ+ −  
3. Блок матрицы B с набором значений индексов 

1( ... )j j
Em mν   разбиения m связывается с процессом, набор зна-

чений индексов разбиения m которого вычисляется по форму-
ле. 1( ( ... ) 1) mod .j j

EE m m Eν ν
ν+ −

Последовательности произведений блоков матриц A и B, уча-
ствующих вычислениях блоков матрицы C на всех E итерациях 
приведены в таблице 3.

Т а б л и ц а 3. Результаты вычисления блоков сечения матрицы C
T a b l e 3. The results of calculating the blocks of the section of the matrix C

Индекс процесса Итерация
Слагаемое

(произведение блоков матриц A и B)
0...00...0

κ ν  

0
  

* * * *
1 10..0 ... 0...0 ... 0...00...0s s s s

A B
λ λ

κ µ µ ν

×

1
  

* * * *
1 10...0 ... 0...1 ... 0...10...0s s s s

A B
λ λ

κ µ µ ν

×

…
E−2

 
* * * *
1 10...0 ... 1... 1 2 ... 1... 1 20...0s s E E E s s E E E

A B
λ λ

κ νµ µ

− − − − − −
×

 

E−1
 

* * * *
1 10...0 ... 1... 1 1 ... 1... 1 10...0s s E E E s s E E E

A B
λ λ

κ νµ µ

− − − − − −
×

 

0...00...1
κ ν

0
  

* * * *
1 10...0 ... 0...1 ... 0...10...1s s s s

A B
λ λ

κ µ µ ν

×

1
  

* * * *
1 10...0 ... 0...2 ... 0...20...1s s s s

A B
λ λ

κ µ µ ν

×

…
E−2

 
* * * *
1 10...0 ... 1... 1 ... 1... 10...1s s E E s s E E

A B
λ λ

κ νµ µ

− − − −
×

 

E−1
  

* * * *
1 10...0 ... 0...0 ... 0...00...1s s s s

A B
λ λ

κ µ µ ν

×

…
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После выполнения всех итераций каждый процесс содержит 
соответствующий ему блок сечения матрицы-результата.

Заключение

В статье рассмотрено обобщение алгоритма Кэннона для ум-
ножения многомерных матриц. Доказано, что многомерные 
матрицы-операнды могут быть представлены как совокуп-
ность сечений по скоттовым индексам, произведения которых 
позволяют получить требуемую матрицу-результат. Вычис-
ление этих произведений может выполняться параллель-
ными процессами. Показано, что сечения исходных матриц 
представляют собой условно двумерные матрицы. Поэтому 

для параллельного их умножения может быть использован 
алгоритм Кэннона. Для разбиения этих сечений на блоки и пе-
ресчета индексов блоков в ходе выполнения алгоритма пред-
ложен метод, основанный на использовании специфических 
систем счисления, и определен метод вычисления оснований 
этих систем счисления. Процесс выполнения обобщенного ал-
горитма Кэннона проиллюстрирован таблицами распределе-
ния блоков на всех этапах выполнения алгоритма.
Таким образом можно утверждать, что в статье приведено эф-
фективное обобщение алгоритма Кэннона для параллельного 
вычисления (λ, µ)-свернутого произведения многомерных ма-
триц.
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