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Аннотация
В статье построена и исследована математическая модель малых колебаний аэродинамическо-
го маятника в потоке движущейся среды. В качестве модели воздействия среды на тело принята 
модель квазистатического обтекания пластинки средой. Согласно этой гипотезе, аэродинами-
ческие силы, действующие на тело, прикладываются в центре давления. В нашей задаче центр 
давления является подвижным относительно пластинки. Получены уравнения движения для 
рассматриваемого тела. Проведен переход к новым безразмерным переменным. Показано на-
рушение единственности при определении угла атаки в точках, где воздушная скорость центра 
давления близка к нулю. Построены некоторые области неоднозначности с помощью много-
кратного решения алгебраических нелинейных уравнений, полученных из кинематических 
соотношений. Такой способ создания областей неоднозначности достаточно трудоемкий и не 
позволяет это делать в широких пределах фазовых переменных. Более легкий способ работы с 
областями неоднозначности возможен, если определить координаты точек возврата и изобра-
зить границы областей неоднозначности в виде двух огибающих. Подробно описан алгоритм 
получения этих огибающих. В математическом пакете MATLAB 18 написана программа, кото-
рая строит верхнюю и нижнюю границы областей неоднозначности. С ее помощью проведен их 
параметрический анализ складок при различных значениях фазовых переменных. Показано, 
что размеры полученных областей неоднозначности невелики. Указано, что изменение угла 
атаки при интегрировании должно носить непрерывный характер, иначе происходит сбой в 
поиске численного решения. Также создан комплекс программ, позволяющий строить области 
неоднозначности с помощью многократного решения нелинейного уравнения. Таким образом, 
разработана математическая модель колебаний пластинки и проведен геометрический анализ 
поверхностей и складок, с помощью комплекса программ на базе специализированной систе-
мы компьютерной математики MATLAB 18. Таким образом, рассмотрена интересная задача, в 
которой существует многозначность угла атаки, что более понятно если мы рассматриваем ме-
ханическую интерпретацию, но нетривиально с точки зрения общей теории решения диффе-
ренциальных уравнений.
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Abstract
The article presents the construction and study of a mathematical model of small oscillations of an 
aerodynamic pendulum in a flow of a moving medium. The model of the impact of the medium on the 
body is taken as the model of the quasi-static flow around the plate by the medium. According to this 
hypothesis, the aerodynamic forces acting on the body are applied at the center of pressure. In our task, 
the pressure centre is movable relative to the plate. The equations of motion for the considered body 
are obtained. A transition to new dimensionless variables is carried out. Uniqueness is shown to be 
impaired when determining the angle of attack at points where the air velocity of the pressure center 
is near zero. Some areas of ambiguity are constructed using multiple solutions of algebraic nonlinear 
equations obtained from kinematic relations. This method of creating areas of ambiguity is rather labo-
rious and does not allow it to be done within a wide range of phase variables. An easier  way of dealing 
with ambiguity areas is to define the coordinates of return points and draw the boundaries of ambi-
guity areas as two envelopes. The algorithm for obtaining these envelopes is described in detail. In the 
mathematical package MATLAB 18, a program is written that builds the upper and lower boundaries 
of the ambiguity regions. With its help, a parametric analysis of folds was carried out for various values 
of phase variables. It is shown that the sizes of the obtained areas of ambiguity are small. It is specified 
that the change of the angle of the attack during integration must be continuous, otherwise there is a 
failure in the search for a numerical solution. A set of programs has also been created, which makes it 
possible to build areas of ambiguity by repeatedly solving a nonlinear equation. Thus, a mathematical 
model of plate vibrations has been developed and a geometric analysis of surfaces and folds has been 
carried out using a set of programs based on a specialized computer mathematics system MATLAB 
18. In this way, a very interesting problem in which there is a multi-valued angle of attack is consid-
ered, which is more understandable if we consider a mechanical interpretation, but non-trivial from the 
point of view of the general theory of solving differential equations.
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Введение

В работе рассматривается задача об автоколебаниях аэроди-
намического маятника в потоке квазистатической среды. В 
рассматриваемую задачу входят функции, являющиеся экс-
периментальными данными. Учитывая нелинейный харак-
тер модели, экспериментальный характер аэродинамических 
функций, сложно провести глубокое аналитическое исследо-
вание и приходится применять численные  методы. Исследо-
вание посвящено нарушению единственности решений систе-
мы дифференциальных уравнений, описывающих колебания 
маятника и поиску сингулярных точек. Проводится  параме-
трический анализ областей неоднозначности.

Постановка задачи

Рассматривается задача о теле, представляющем из себя тон-
кую пластинку, установленную ортогонально стержню длины 
r . Тело закреплено в центре масс с помощью двух упругих 
элементов и совершает  автоколебания в потоке среды (см. 
рисунок 1). Введем неподвижную систему координат XoY . 
Будем считать, что в положении покоя маятник занимает по-
ложение равновесия, в котором он ориентирован по потоку. 
Будем считать, что центр масс тела может двигаться только по 
вертикальной прямой, а силы деформации элементов крепле-
ния зависят от отклонений линейным образом и сводятся к 
восстанавливающей силе F kx= − и возвращающему моменту 
M cϑ= −
Аэродинамические силы, приложенные к телу приняты в соот-
ветствии с эмпирической теорией стационарного обтекания 
плоской пластины. 
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F i g. 1. Complex Configuration Body Oscillations in Environment Flow    

В рассматриваемой модели предполагается, что центр дав-
ления пластинки точку А можно считать подвижной относи-
тельно пластинки. Аналогичная задача, только с неподвиж-
ным центром давления рассматривалась в работе [1]. Сдвиг 
центра давления описывается функцией ( )l α (см. рис 4 для 

1 Табачников В. Г. Стационарные характеристики крыльев на малых скоростях во всем диапазоне углов атаки // Труды ЦАГИ. 1974. № 1621. С. 79-93.
2 Локшин Б. Я., Привалов В. А., Самсонов В. А. Введение в задачу о движении точки и тела в cопротивляющейся среде. М. : Изд-во МГУ, 1992.
3 Журавлев В. Ф., Климов Д. М. Прикладные методы в теории колебаний. М. : Наука, 1988. 328 с.

8λ =  ), которая описывает расстояние между центром давле-
ния А и геометрическим центром пластинки G.  Зависимость 
( )l α  определена из продувок прямоугольных пластинок с 

заданным удлинением в аэродинамической трубе и являет-
ся экспериментальными данными1 [2-8]. Аэродинамические 
силы, действующие на каждую пластинку, разложим на две со-
ставляющие: сила сопротивления  AS


, направленная против 

скорости AV


 точки А относительно потока среды, и подъемная 
сила AP


, направленные ей ортогонально. При этом  величины 

аэродинамических сил равны:   

2 2
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



где α ‒ угол атаки между вектором AV


 и пластинкой ,p s ‒ аэ-
родинамические функции углов атаки, xñ , yñ  ‒ безразмер-
ные аэродинамические функции(см. рисунки 2, 3 для 8λ = ), 
ρ  ‒ плотность воздуха, σ  ‒ площадь одной пластинки. Вид 
аэродинамических функций для разных форм пластинок при-
водится в работе2. Будем считать, что среда не влияет на стер-
жень.
Составим уравнения движения рассматриваемого тела. В каче-
стве обобщенных координат, определяющих положение тела, 
введем координату  y  центра масс тела и угол  ϑ  отклонения 
пластинки от горизонтали [9-18].
Тогда теорема о движении центра масс в проекции на ось oY
и теорема об изменении кинетического момента будут иметь 
вид:

2 2
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аэродинамические Функции нормальной и касательной  сил
Кинематические соотношения, связывающие ,AV α  с , , ,y y ϑ ϑ  , 
имеют вид:

sin ( ) sin cos

cos cos sin
A

A
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V r y V

α α ϑ ϑ ϑ

α ϑ ϑ ϑ

= − +

= + +

 

 
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Таким образом, построена математическая модель колебаний 
пластинки, представляющая замкнутую систему уравнений3

(1)-(2).
Введем новые безразмерным переменным:

yY
b

=    безразмерная координата центра масс (здесь b ‒ шири-

на пластинки)
V t
b

τ =   безразмерное время

b
V
ϑ

Ω =


  безразмерная угловая скорость

AVU
V

=    безразмерная  скорость центра давления
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0.5
mbM
ρσ

=  безразмерная масса

20.5
kbK

Vρσ
=

 безразмерный  коэффициент жесткости пружины

20.5
cC

Vρσ
=   безразмерный  коэффициент восстанавливаю-

щего момента пружины

0.5
JI

bρσ
=

 безразмерный момент инерции

( )( ) l
b
αε α =  безразмерная функция сдвига центра давления

rR
b

=  безразмерная длина стержня

При переходе к новым безразмерным переменным уравнения 
(1) преобразуются к виду:

( )2

( ) ( cos ( )sin ) ( ) ( sin ( ) cos 1)

( ) ( ) ( )
x y

n

MY c U R Y c U R KY

I U Rc c Cτ

α ϑ ε α ϑ α ϑ ε α ϑ

ϑ α ε α α ϑ

= Ω +Ω − + Ω +Ω + −

= − −

 



 ( 3 ) 

( )nc α , ( )cτ α  изображены на рисунках 5,6 для 8λ =
После простых преобразований кинематические соотношения 
(2) будут иметь вид:

sin ( ) sin cos
cos cos sin

U Y
U R Y

α ε α ϑ ϑ

α ϑ ϑ

= Ω− +

= Ω+ +





 (4)

Таким образом, построена математическая модель колебаний 
пластинки, представляющая замкнутую систему уравнений 
(3)-(4)

Неоднозначность определения угла 
атаки
В уравнения движения (3)-(4) рассматриваемой задачи вхо-
дят функции ( ), ( ), ( ), ( ), ( )x y nc c c cτα α α α ε α , являющиеся экс-
периментальными данными4. Решение задачи (3)-(4) можно 
найти только численно. В [1] показано нарушение однознач-
ности при определении угла атаки и проведена графическая 
интерпретация результатов решений уравнения (5) для пря-
моугольной пластинки с удлинением 8λ =  и построены соот-
ветствующие области и проведен их параметрический анализ. 
При численном интегрировании уравнений движения, опре-
деление угла атаки на каждом шаге сводится к решению не-
линейного уравнения (5) при различных значениях фазовых 
переменных , ,Y ϑ ϑ

( cos sin ) cos sin ( )R Y tg Yϑ ϑ α ϑ ϑ ε αΩ+ + − − = Ω   (5)

Попытаемся  оценить размеры областей неоднозначности. 
Граница областей неоднозначности состоит из двух огибаю-
щих:  

cos sinY
R
ϑ ϑ− −

Ω =
 , (6)

cos (sin cos ) 2sin sin
( sin ( ) cos )

Y
R

ϑ α α ϑ α
α ε α α

− − −
Ω =

−


 (7)

4 Табачников В. Г. Стационарные характеристики крыльев на малых скоростях во всем диапазоне углов атаки // Труды ЦАГИ. 1974. № 1621.

Эти кривые можно представить в параметрической форме:    

2

( cos sin ) cos sin ( )
cos sin ( )

cos

R Y tg Y
R Y

ϑ ϑ α ϑ ϑ ε α

ϑ ϑ ε α
α

Ω+ + − − = Ω

Ω+ + ′= Ω

 



 (8)

Для оценки размеров областей нужно найти точки возврата 
искомых  поверхностей к нормальному виду (особые точки). 
Продифференцируем второе уравнение еще раз и получим     

2

2 ( cos sin ) ( )
cos

tg R Yα ϑ ϑ ε α
α

Ω+ + ′′= Ω


и с учетом второго уравнения системы (7) можем записать 
уравнение (8), зависящее только от α . 
2 ( ) ( )tgα ε α ε α′ ′′=  (9)

Проинтегрируем его с начальными условиями 

(0) , ( ) 1
4

m πε ε ε ε′= =

Пропуская простейшие преобразования, получим окончатель-
ное уравнение для нахожденияα  

2 ( )
1

m tgε α ε α
ε

+ = −
 (10)

Задавая начальные условия недалеко от точки пересечения 
тангенса и функции аэродинамического сдвига, мы можем 
найти приближенное решение с помощью встроенных функ-
ций системы MATLAB 18. Далее уже появляется возможность 
определить координаты особых точек и изобразить границы 
областей неоднозначности [19-25]. На рисунках (2-7) изобра-
жены верхняя и нижняя областей неоднозначности ‒ множе-
ство точек возврата при разных значениях параметров  , ,R b Y .

Р и с. 2. Огибающие для области неоднозначности при 
20, 10, 2YR b= = =

F i g. 2. Envelopes for the region of ambiguity at 20, 10, 2YR b= = =
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Р и с. 3. Огибающие для области неоднозначности при 

30, 0.3, 2R b Y= = =
F i g. 3. Envelopes for the region of ambiguity at 30, 0.3, 2R b Y= = =

Далее приведем разные варианты складок при различных зна-
чениях параметров , ,R b Y

Р и с. 4. Огибающие для области неоднозначности при  5, 2, 2b YR = = =
F i g. 4. Envelopes for the region of ambiguity at  5, 2, 2b YR = = =

Р и с. 5. Огибающие для области неоднозначности при 
10, 0.3, 2R Yb= = = −

F i g. 5. Envelopes for the region of ambiguity at  10, 0.3, 2R Yb= = = −

Р и с. 6. Огибающие для области неоднозначности при 
30, 0.3, 0R b Y= − = =

F i g. 6. Envelopes for the region of ambiguity at 30, 0.3, 0R b Y= − = =

Р и с. 7. Огибающие для области неоднозначности при 

30, 0.3, 0R b Y= = =
F i g. 7. Envelopes for the region of ambiguity at 30, 0.3, 0R b Y= = =

Из рисунков 2-7 можно утверждать, что размер областей неод-
нозначности достаточно невелик. 
Возникает вопрос: какое решение при прохождении области 
неоднозначности является истинным, и по какому правилу 
можно выбирать нужную ветвь при моделировании? Ведь не-
однозначность определения угла атаки означает, что неодно-
значно определятся  аэродинамические функции и сдвиг цен-
тра давления. Учитывая то, что характер обтекания маятника 
носит непрерывный характер, значения угла атаки α нужно 
выбирать, сохраняя его непрерывность. 

Заключение

Таким образом, в работе:
1. Создана математическая модель колебаний аэродинами-
ческого маятника в безразмерной форме.
2. Показано нарушение единственности при определении 
угла атаки. 
3. Показана эволюция границ областей неоднозначности при 
различных значениях параметров , ,R b Y
И найдены различные множества сингулярных точек.
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