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Аннотация
Работа посвящена построению и исследованию математической модели автоколебаний аэро-
динамического маятника в потоке среды. В качестве модели воздействия среды на тело приня-
та модель квазистатического обтекания пластинки средой. Согласно этой гипотезе, аэродина-
мические силы, действующие на тело, прикладываются в центре давления. В рассматриваемой 
задаче центр давления является подвижным относительно пластинки. Получены уравнения 
движения для рассматриваемого тела. Проведен переход к новым безразмерным переменным. 
Показано нарушение единственности при определении угла атаки. Проведен параметрический 
анализ областей неоднозначности. Показано, что в наиболее характерном положении равнове-
сия, соответствующем состоянию покоя областей неоднозначности нет. Проведено исследова-
ние устойчивости различных положения равновесия, в которых реализован критерий Гурвица 
и изображены области устойчивости. Показано, что силы аэродинамического воздействия для 
тел с одними формами могут способствовать развитию автоколебаний, а для других затуха-
нию. В математическом пакете MATLAB предложен комплекс программ, позволяющих прово-
дить численные исследования, реализующий численное интегрирование уравнений описы-
вающих колебания пластинки с неподвижным центром давления. Такая модель возможна при 
условии того, что длина стержня намного больше ширины пластинки. При запуске программы 
строится область устойчивости и на ней вводятся геометрические параметры: жесткость пру-
жины и длина стержня. Далее вводится вектор начальных условий. При поиске численного ре-
шения используется процедура ode45, реализующая методы Рунге-Кутта четвертого и пятого 
порядка с переменным шагом. В файле-функции на каждом шаге метода Рунге-Кутта решается 
нелинейное уравнение из которого определяется угол атаки. При поиске численного решения 
экспериментальные аэродинамические функции интерполируются кубическим сплайном. 
Полученное путем интегрирования решение изображается на графике в виде фигур Лиссажу. 
Таким образом, разработана математическая модель колебаний пластинки, проведен параме-
трический анализ устойчивости, с помощью комплекса программ на базе специализированной 
системы компьютерной математики есть возможность подтвердить полученные аналитиче-
ские результаты.
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Abstract
The work is devoted to the construction and study of a mathematical model of self-oscillations of an 
aerodynamic pendulum in a medium flow. The model of quasi-static flow of the plate by the medium 
was adopted as a model of the impact of the medium on the body. According to this hypothesis, the 
aerodynamic forces acting on the body are applied at the center of pressure. In the problem under 
consideration, the center of pressure is movable relative to the plate. A transition to new dimensionless 
variables is carried out. The violation of uniqueness in determining the angle of attack is shown. A 
parametric analysis of ambiguity domains is carried out. It is shown that in the most characteristic 
position of equilibrium, corresponding to the state of rest, there are no ambiguity regions. The stability 
of the equilibrium position corresponding to the state of rest was studied, in which the Hurwitz criterion 
was implemented, and the stability region was depicted. It is shown that aerodynamic forces for bodies 
with some forms can contribute to the development of self-oscillations, and for others, attenuation. 
In the MATLAB mathematical package, a set of programs is proposed allowing to carry out numerical 
research, realizing the numerical integration of equations describing the vibrations of a plate with a 
fixed pressure center. Such a model is possible, provided that the length of the rod is much greater than 
the width of the plate. When starting the program, a stability area is built and geometric parameters 
are entered on it: spring stiffness and rod length. The initial conditions vector is then entered. To find 
a numerical solution, the ode45 procedure is used, which implements the Runge-Kutt methods of 
the fourth and fifth orders with a variable step. In the function-file, at each step of the Runge-Kutta 
method, a nonlinear equation is solved from which the angle of attack is determined. When searching 
for a numerical solution, the experimental aerodynamic functions are interpolated by a cubic spline. 
The solution obtained by integration is shown on the graph in the form of Lissajous figures. Thus, a 
mathematical model of plate oscillations has been developed, a parametric analysis of stability has 
been carried out, and with the help of a set of programs based on a specialized system of computer 
mathematics, it is possible to confirm the obtained analytical results.
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Введение

Рассматривается задача об автоколебаниях аэродинамическо-
го маятника в потоке квазистатической среды. В уравнения 
движения входят функции, являющиеся экспериментальными 
данными, и они вносят свой вклад в появление нелинейных 
аэродинамических эффектов. Исследуется нарушение един-
ственности при определении угла атаки, что дает возмож-
ность для соответствующих им стационарных точек постро-
ить области устойчивости.

Постановка задачи

Рассматривается задача о теле, представляющем из себя тон-
кую пластинку, установленную ортогонально стержню длины 
r . Тело закреплено в центре масс с помощью двух упругих эле-
ментов и совершает  автоколебания в потоке среды (рис. 1). 
Введем неподвижную систему координат XoY . Будем считать, 
что в положении покоя маятник занимает положение равно-
весия, в котором он ориентирован по потоку. Будем считать, 
что центр масс тела может двигаться только по вертикальной 
прямой, а силы деформации элементов крепления зависят от 
отклонений линейным образом и сводятся к восстанавливаю-
щей силе F kx= − и возвращающему моменту M cϑ= −
Аэродинамические силы, приложенные к телу приняты в соот-
ветствии с эмпирической теорией стационарного обтекания 
плоской пластины. 
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Р и с. 1. Колебания тела сложной конфигурации в потоке среды
F i g. 1. Complex Configuration Body Oscillations in Environment Flow

В рассматриваемой модели предполагается, что центр дав-
ления пластинки точку А можно считать подвижной относи-
тельно пластинки. Аналогичная задача, только с неподвижным 
центром давления рассматривалась в работе [1]. Сдвиг центра 
давления описывается функцией ( )l α (рис. 4 для 8λ = ), которая 
описывает расстояние между центром давления А и геометри-
ческим центром пластинки G. Зависимость ( )l α  определена из 
продувок прямоугольных  пластинок с заданным удлинением 
в аэродинамической трубе и является экспериментальными 
данными1 [1-14]. Аэродинамические силы, действующие на 

1 Табачников В. Г. Стационарные характеристики крыльев на малых скоростях во всем диапазоне углов атаки // Труды ЦАГИ. 1974. № 1621. С. 79-93.
2 Локшин Б. Я., Привалов В. А., Самсонов В. А. Введение в задачу о движении точки и тела в cопротивляющейся среде. М. : Изд-во МГУ, 1992.

каждую пластинку, разложим на две составляющие: сила со-
противления  AS



, направленная против скорости AV


 точки А 
относительно потока среды, и подъемная сила AP



, направлен-
ные ей  ортогонально. При этом величины аэродинамических  
сил равны:   

2 2
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где α - угол атаки между вектором AV


 и пластинкой ,p s - аэ-
родинамические функции углов атаки, xñ , yñ  ‒ безразмер-
ные аэродинамические функции(см. рис. 2, рис. 3 для 8λ = ), 
ρ  ‒ плотность воздуха, σ  ‒ площадь одной пластинки. Вид 
аэродинамических функций для разных форм пластинок при-
водится в работе2. Будем считать, что среда не влияет на стер-
жень.
Составим уравнения движения рассматриваемого тела. В каче-
стве обобщенных координат, определяющих положение тела, 
введем координату  y  центра масс тела и угол ϑ  отклонения 
пластинки от горизонтали.
Тогда теорема о движении центра масс в проекции на ось oY
и теорема об изменении кинетического момента будут иметь 
вид:

2 2
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аэродинамические Функции нормальной и касательной сил.
Кинематические соотношения, связывающие ,AV α  с , , ,y y ϑ ϑ

, 
имеют вид:

sin ( ) sin cos
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V l y V

V r y V

α α ϑ ϑ ϑ

α ϑ ϑ ϑ
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
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Таким образом, построена математическая модель колебаний 
пластинки, представляющая замкнутую систему уравнений 
(1)-(2).
Введем новые безразмерным переменным:

yY
b

=  безразмерная координата центра масс (здесь b  ‒ ши-

рина пластинки)
V t
b

τ =  безразмерное время

b
V
ϑ

Ω =
   безразмерная угловая скорость

AVU
V

=    безразмерная  скорость центра давления

0.5
mbM
ρσ

=  безразмерная масса

20.5
kbK

Vρσ
=  безразмерный  коэффициент жесткости пружины
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20.5
cC

Vρσ
=   безразмерный  коэффициент восстанавливаю-

щего момента пружины

0.5
JI

bρσ
=  безразмерный момент инерции

( )( ) l
b
αε α =  безразмерная функция сдвига центра давления

rR
b

=  безразмерная длина стержня

При переходе к новым безразмерным переменным уравнения 
(1) преобразуются к виду:

( )2

( ) ( cos ( )sin ) ( ) ( sin ( ) cos 1)

( ) ( ) ( )
x y

n

MY c U R Y c U R KY

I U Rc c Cτ

α ϑ ε α ϑ α ϑ ε α ϑ

ϑ α ε α α ϑ

= Ω +Ω − + Ω +Ω + −

= − −

 



 (3) 

( )nc α , ( )cτ α  изображены на рисунках 5 и 6 для 8λ =
После простых преобразований кинематические соотноше-
ния (2) будут иметь вид:

sin ( ) sin cos
cos cos sin

U Y
U R Y

α ε α ϑ ϑ

α ϑ ϑ

= Ω− +

= Ω+ +





          (4)

Таким образом, построена математическая модель колебаний 
пластинки, представляющая замкнутую систему уравнений 
(3)-(4)

Неоднозначность определения угла атаки
В уравнения движения (3)-(4) рассматриваемой задачи входят 
функции ( ), ( ), ( )x yc cα α ε α , являющиеся экспериментальны-
ми данными. Решение задачи (3)-(4) можно найти только чис-
ленно. При численном интегрировании уравнений движения, 
нужно сначала определить угол атаки из соотношений (4). 
Разделим первое уравнение (4) на второе и, избавляясь от U
, получим: 

( ) sin cos
cos sin
Ytg

R Y
ε α ϑ ϑα

ϑ ϑ
Ω − +

=
Ω + +





         (5)

Умножим правую и левую части уравнения (5) на знамена-
тель

cos sin 0R Y ϑ ϑΩ + + ≠

Если знаменатель все-таки обращается в нуль, то тогда может 
быть потеряно решение  

2
πα = .

Получим нелинейное уравнение (6), равносильное соотноше-
нию (5): 
( cos sin ) cos sin ( )R Y tg Yϑ ϑ α ϑ ϑ ε αΩ+ + − − = Ω          (6)

Мы можем решить уравнение (6) и найти угол атаки  α при 
различных значениях фазовых переменных , ,Y ϑ ϑ . Поверх-
ность ( , , )Yα α ϑ ϑ=   можно изобразить только в четырех-
мерном пространстве. Мы будем изображать поверхность 

( , )α α ϑ ϑ=   только при фиксированных значениях скорости 
центра масс Y . Приведем графическую интерпретацию ре-
зультатов решений уравнения (6) для пластинки шириной 
один метр  с удлинением 8λ = , из которой следует нарушение 
единственности определения угла атаки при некоторых зна-
чениях , ,Y ϑ ϑ .  
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Р и с. 2. Неоднозначность углов атаки
F i g. 2. Ambiguity of angles of attack

Таким образом, существуют значения  , ,Y ϑ ϑ ., при которых по-
верхность ( , )α α ϑ ϑ=   имеет складку, внутри которой кинема-
тические соотношения (4) имеют ровно по три решения. 
Проведем параметрический анализ возможности попадания 
угла атаки 

2
πα = ,  в область неоднозначности. Линеаризуем 
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уравнение (6) в случае 2
πα → , 0ϑ →

получим:

( cos sin ) cos sin ( )( )
2 2

Y tg Y π πϑ ϑ α ϑ ϑ ε α′Ω+ + − − = Ω − 

Коэффициенты  ( )
2
πε ′Ω  и cos sinY ϑ ϑΩ+ +  влияют на харак-

тер наклона прямой и положение ветвей тангенса в уравне-
нии (6 а).
Приведем некоторые иллюстрации к решению (6 а) в малой 
окрестности (6 а) рассматриваемой точки. 

1. В случае, когда  ( )
2
πε ′Ω  и cos sinY ϑ ϑΩ+ +  принимают зна-

чения разных знаков, мы видим, что всегда существуют два 
решений при разных наклонах.
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2. В случае, когда ( )
2
πε ′Ω  и cos sinY ϑ ϑΩ+ +  принимают 

значения одних знаков, мы видим, что при разных наклонах 
прямой решений никогда нет.
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На рисунке 5 приведена  кривая ( )α α= Ω , которая является 
сечением ( , )Yα α= Ω   при 0Y = в допустимых пределах 
80 100α≤ ≤  градусов. На ней имеется одна центральная ветвь, 
проходящая через точку

2
πα = .   Две другие ветви, примыкаю-

щие к ней, лежат на ветвях тангенса и уходят в бесконечность 
в точке 

2
π . Таким образом, угол атаки принимает единствен-

ное значение при 
2
πα = . Области неоднозначности примыка-

ют к этому положению и могут быть ближе, либо дальше в за-
висимости от значений параметра ( )

2
πε ′   [15-25]. 

Р и с. 5. Неоднозначность при  2
πα →  в случае ( ) 0

2
πε ′ <

F i g. 5. Ambiguity at 
2
πα →  in case ( ) 0

2
πε ′ <
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Р и с. 6. Другие сечения
F i g. 6. The dependence of the angle of attack on phase variables. Other sections

В следующем параграфе будут построены области устойчиво-
сти для тривиального положения равновесия.

Построение области устойчивости для 
тривиального положения равновесия
Будем считать, что маятник совершает малые колебания око-
ло тривиального положения равновесия 0, 0Y ϑ= = . Исследу-
ем его устойчивость. Для исследования устойчивости восполь-
зуемся критерием Гурвица для системы четвертого порядка.
Пусть *Y Y→  и *ϑ ϑ→ . Введем малые отклонения: *Y Y Y= + ∆  , 

*ϑ ϑ ϑ= + ∆ .
Линеаризуем уравнения движения (3) - (4), если 0Y∆ →  и 

0ϑ∆ →

* * *
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 (15)

Здесь * * 1 * 2 * 3 *( ), ( ), ( ), ( ), ( )a b b b bϑ ϑ ϑ ϑ ϑ - некоторые функции угла 
*ϑ  вид которых мы приводить не будем из-за того, что это 

достаточно большие и громоздкие выражения.
Характеристическое уравнение системы (15) имеет вид:

4 3 2
0 1 2 3 4 0a a a a aλ λ λ λ+ + + + =

Приведем условия Гурвица
0 0a MI= >  (выполнено всегда)
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Сначала изобразим область устойчивости для положения 

* *0, 0Y ϑ= =  на плоскости безразмерных параметров 2(R , )Ñ . 
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Р и с. 7. Область устойчивости (выше черной прямой)
F i g. 7. Stability region (above the black line)

 
Можно изобразить область устойчивости для положения 

* *0, 0Y ϑ= =  на плоскости безразмерных параметров (R, )Ñ . 

-2 -1 0 1 2 3 4 5
-2

-1

0

1

2

ALFA

FU
N

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
-50

0

50

R

C

система устойчива

Р и с. 8. Область устойчивости (внутри черной параболы)
F i g. 8. Stability region (inside the black parabola)

Перейдем к следующему этапу данной работы ‒ построению 
программы, которая строит области устойчивости и реализует 
численное интегрирование системы уравнений движения

Программа, интегрирующая уравнения 
движения
В математическом пакете MATLAB 18 написана программа, 
реализующая численное интегрирование уравнений (3)-(4), 
описывающих колебания пластинки. При поиске численного 
решения используется процедура ode45, реализующая мето-
ды Рунге-Кутта четвертого и пятого порядка с переменным 
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шагом. При поиске численного решения аэродинамические 
функции  интерполируются кубическим сплайном. 
В программе задается интервал интегрирования, значения R 
и C вводятся путем выбора точки на графике области устойчи-
вости, выбирается удлинение пластинки, длина стержня. На-
чальные условия  также выбираются графически. Полученные 
путем интегрирования точки , изображаются как траектории 
в конфигурационном пространстве системы.
Для моделирования колебаний пластинки возьмем удлине-
ние, равное пяти (рис. 9). Зададим значения  , . Получим неу-
стойчивость в нуле  и уход траектории от состояния покоя. 

Р и с. 9. Колебания тела в потоке среды
F i g. 9. Body vibrations in the medium flow

Заключение

Таким  образом, в работе:
1. Создана математичес кая модель колебаний аэродинами-

ческого маятника.
2. Показано нарушение единственности при определении 

угла атаки. Проведен параметрический анализ областей 
неоднозначности.

3. Проведены численные исследования устойчивости, в 
которых реализованы критерий Гурвица и изображена 
область устойчивости при различных значениях параме-
тров ,Ñ R .

4. Предложен комплекс программ, позволяющий строить 
области устойчивости и проводить численное интегриро-
вание уравнений движения для исследуемой модели.
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