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Аннотация
Общеизвестно, что проблема алгоритмов оценки схожести графов упирается в сложность их 
вычисления. Большинство предлагаемых алгоритмов оценки схожести графов основаны на 
алгоритме Ульмана. Философия алгоритма Ульмана заключается в работе с матрицами смеж-
ности. Алгоритм Ульмана имеет высокую сложность вычисления, применение параллельных 
вычислений, в том числе, на видеокартах, оставляет алгоритм Ульмана  NP – сложным. При этом 
алгоритм Ульмана дает только информацию, изоморфны ли графы или является ли один из 
них подграфом другого, а для получения численной оценки схожести необходимо проводить 
дополнительные вычисления. Предлагаемый в статье каркасный алгоритм оценки схожести 
призывает отойти от философии алгоритма Ульмана, а именно, работы с матрицами смежно-
сти. Новый алгоритм основан на построении и изучении каркасов сравниваемых графов. В ста-
тье приводится определение и алгоритм построения каркаса графа, который, в свою очередь, 
строятся на основе ранее опубликованном итерационном алгоритме нахождения всех наикрат-
чайших путей между двумя вершинами. Каркасный алгоритм имеет асимптотическую слож-
ность O (|V|2), способен выявить гомоморфизм графов и дать количественную оценку схожести 
двух сравниваемых графов.
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Abstract
It is well known that the problem of algorithms for estimating the similarity of graphs rests on the 
complexity of their computation. Most proposed algorithms for estimating graph similarity are based 
on Ullman’s algorithm. The philosophy of Ullmann's algorithm is to work with adjacency matrices. 
Ulman’s algorithm has high computational complexity, and the application of parallel computations, 
including on video cards, leaves Ullman’s algorithm NP-complex. In addition, Ullmann’s algorithm just 
provides information on whether graphs are isomorphic or whether one of them is a subgraph of the 
other, and additional computations are needed to obtain a numerical estimate of similarity.
The wireframe similarity estimation algorithm proposed in the article calls to move away from the 
philosophy of Ullmann’s algorithm, namely, work with adjacency matrices. The new algorithm is based 
on the construction and study of frameworks of compared graphs. The article provides a definition and 
an algorithm for constructing a graph framework, which, in turn, are built on the basis of a previously 
published iterative algorithm for finding all the shortest paths between two vertices. The wireframe 
algorithm has asymptotic complexity O (|V|2), it is able to detect graph homomorphism and quantify 
the similarity of two compared graphs.
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Введение

Численная оценка схожести и определение как изоморфизма, 
так и гомоморфизма графов являются фундаментальными, от-
крытыми задачами как в математической, так и в компьютер-
ных науках. Задача определения изоморфизма, как и задача об 
определении гомоморфизма, заслуживает отдельного места в 
области оценки сложности, так как алгоритма, работающего 
за полиномиальное время, до сих пор не было найдено.
Задача нахождения метрик для оценки схожести графов явля-
ется сложной, даже несмотря на то, что активно исследуется 
последние десятилетия. Основой для данного направления 
является алгоритм Ульмана [1, 2], используемый для опреде-
ления изоморфизма/гомоморфизма графов, и оценки схоже-
сти графов (в различных вариациях). Однако он имеет высо-
кую сложность вычисления, например, если сравниваются два 
графа  и , и ,  – множества вершин в первом и втором графе 
соответственно, то сложность алгоритма Ульмана будет иметь 
вид . 1Хотя, существуют работы, которые предлагают исполь-
зовать параллельное вычисление [3-5], в результате чего 
скорость работы алгоритма увеличивается до 50%, алгоритм 
остается сложным вычислимым. Кроме того, алгоритм Уль-
мана дает ответы на бинарные вопросы: изоморфен ли граф 
или один из них является подграфом другого и не способен 
давать численную оценку подобия графов. Для того, чтобы 
дать численную оценку подобия графов, необходимо провести 
дополнительные вычисления, которые так же являются слож-
но вычислимыми. Поэтому данная работа просвещена оценке 
схожести невзвешенных неориентированных графов на но-
вых принципах, отличными от принципа алгоритма Ульмана, 
а именно, операциями над матрицами смежности. 
Созданный алгоритм дает численную оценку схожести, ответ 
на вопрос, гомоморфные ли сравниваемые графы. 
Суть алгоритма заключается в том, что для каждого графа  во 
множестве графов , где  – невзвешенный неориентированный 
граф, , вычисляется каркас , с помощью алгоритма итерацион-
ного поиска всех кратчайших путей [6]. 
Каркас графа – это такой подграф графа , который состоит из 
всех максимальных наикратчайших путей , где каждый путь 
представляет собой граф . Алгоритм построения каркаса гра-
фа подробно описан в разделе 2.
При попарном сравнении графов из множества графов  срав-
ниваются соответствующие каркасы из множества  и на ос-
нове этого вычисляется коэффициент подобия двух графов  , 
где  , и, чем больше коэффициент подобия, тем больше графы 
похожи друг на друга. 
При  графы гомоморфные при условии , при  граф с меньшим 
количеством вершин будет подграфом графа с большим коли-
чеством вершин.
Сложность представленного алгоритма зависит от алгоритма 
поиска всех наикратчайших  путей [6], который формирует 
каркас графа, и в худшем случае составляет . Подробнее о вы-
ведении сложности написано разделе 3.
Немаловажным преимуществом алгоритма является тот мо-
мент, что, найдя каркасы  для каждого графа из , можно дать 
качественную оценку схожести любой паре графов из  практи

1 Garey M. R., Johnson D. S. Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-Completeness. NY : W. H. Freeman and Com-pany, 1979. 340 p.

Обзор существующих методов

В данной части рассмотрены существующие алгоритмы оцен-
ки схожести помимо уже упомянутого во введении алгоритма 
Ульмана и приведены их преимущества и недостатки. 
Существует алгоритм подсчета расстояния редактирования 
между двумя графам [7, 8], заключающийся в том, что мы по-
следовательно редактируем сравниваемые графы до тех пор, 
пока они не станут изоморфными. Количество действий ре-
дактирования и будет являться численной оценкой схожести 
графов. Однако, такой подход крайне сложно вычислимый при 
графах больших размеров, так как это NP - сложная задача, 
хотя ряд авторов утверждают, что при выполнении математи-
ческой аппроксимации, удается перевести задачу в  – сложную 
задачу, ценой снижения качества оценки схожести графов.
В алгоритме оценки схожести по общим подграфам [9, 10, 11] 
авторами заявлена точность алгоритма в 90–95%. Однако, 
поскольку алгоритм поиска подграфов основан на алгоритме 
Ульмана, он не может быть быстрым, в силу того, что кроме 
выполнения самого алгоритма Ульмана, требуется выполне-
ние анализа полученных подграфов.
Алгоритм подсчета размера пересечений между ребрами и 
вершинами графов [12] является вычислимым за полином 
времени, но, в то же время, авторами указывается, что в теку-
щем виде алгоритм пока не обладает должной точностью, но у 
него есть перспективы к улучшению.
Алгоритм подсчета максимального общего подграфа [13, 14, 
15] является одним из лучших в плане точности, способным 
дать качественно оценку схожести графов. Работает быстрее, 
чем алгоритм оценки схожести по общим подграфам. Однако 
это алгоритм, несмотря на возросшую скорость работы, все 
еще позиционирует себя как NP – полная задача.
Существуют и другие алгоритмы, как способные находить изо-
морфизм сравниваемых графов [16, 17, 18], так и способные 
находить общие подграфы [19-22]. Несмотря на то, что выше-
перечисленные алгоритмы работают эффективнее базового 
алгоритма Ульмана, они так же сложны в плане вычисления. 
Резюмируя, можно составить таблицу, отражающие преиму-
щества и недостатки имеющихся алгоритмов:

Численная оценка схожести и определение как изоморфизма,
так и гомоморфизма графов являются фундаментальными,
открытыми задачами как в математической, так и в компью-
терных науках. Задача определения изоморфизма, как и за-
дача об определении гомоморфизма, заслуживает отдельного 
места в области оценки сложности, так как алгоритма, работа-
ющего за полиномиальное время, до сих пор не было найдено.

Задача нахождения метрик для оценки схожести графов явля-
ется сложной, даже несмотря на то, что активно исследуется 
последние десятилетия. Основой для данного направления 
является алгоритм Ульмана [1, 2], используемый для опреде-
ления изоморфизма/гомоморфизма графов, и оценки схоже-
сти графов (в различных вариациях). Однако он имеет высо-
кую сложность вычисления, например, если сравниваются два 
графа 𝐺𝐺𝐺𝐺1 и𝐺𝐺𝐺𝐺2, и 𝑉𝑉𝑉𝑉1, 𝑉𝑉𝑉𝑉2 – множества вершин в первом и втором 
графе соответственно, то сложность алгоритма Ульмана будет 
иметь вид 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑉𝑉𝑉𝑉1||𝑉𝑉𝑉𝑉2|)1. Хотя, существуют работы, которые пред-
лагают использовать параллельное вычисление [3-5], в ре-
зультате чего скорость работы алгоритма увеличивается до 
50%, алгоритм остается сложным вычислимым. Кроме того, 
алгоритм Ульмана дает ответы на бинарные вопросы: изомор-
фен ли граф или один из них является подграфом другого и не 
способен давать численную оценку подобия графов. Для того, 
чтобы дать численную оценку подобия графов, необходимо 
провести дополнительные вычисления, которые так же явля-
ются сложно вычислимыми. Поэтому данная работа просве-
щена оценке схожести невзвешенных неориентированных 
графов на новых принципах, отличными от принципа алго-
ритма Ульмана, а именно, операциями над матрицами смеж-
ности. 

Созданный алгоритм дает численную оценку схожести, ответ 
на вопрос, гомоморфные ли сравниваемые графы. 

Суть алгоритма заключается в том, что для каждого графа𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖
во множестве графов 𝐺𝐺𝐺𝐺 = {𝐺𝐺𝐺𝐺1, … ,𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛} , где 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖 =< 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖 > – не-
взвешенный неориентированный граф, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 , вычисляется
каркас 𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) = < 𝐸𝐸𝐸𝐸(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖),𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) >, с помощью алгоритма итера-
ционного поиска всех кратчайших путей [6]. 

Каркас графа𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) – это такой подграф графа 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖, который со-
стоит из всех максимальных наикратчайших путей 𝑊𝑊𝑊𝑊 =
{𝑊𝑊𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖,𝛼𝛼𝛼𝛼 , … ,𝑊𝑊𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖,𝛿𝛿𝛿𝛿}, где каждый путь представляет собой граф𝑊𝑊𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖 =
< 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖),𝐸𝐸𝐸𝐸(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) > . Алгоритм построения каркаса графа по-
дробно описан в разделе 2.

При попарном сравнении графов из множества графов 𝐺𝐺𝐺𝐺 срав-
ниваются соответствующие каркасы из множества 𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺𝐺𝐺) =
{𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺𝐺𝐺1), … ,𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛)} и на основе этого вычисляется коэффициент 
подобия двух графов  𝐽𝐽𝐽𝐽 = 𝐽𝐽𝐽𝐽(𝐺𝐺𝐺𝐺1,𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛), где  𝐽𝐽𝐽𝐽 ∈ (0,1], и, чем больше 
коэффициент подобия, тем больше графы похожи друг на 
друга. 

При 𝐽𝐽𝐽𝐽 = 1 графы гомоморфные при условии �𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖1� = �𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖2�, при 
�𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖1� ≠ �𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖2� граф с меньшим количеством вершин будет под-
графом графа с большим количеством вершин.

1 Garey M. R., Johnson D. S. Computers and Intractability: A Guide to the 
Theory of NP-Completeness. NY : W. H. Freeman and Company, 1979. 340 
p.

Сложность представленного алгоритма зависит от алгоритма 
поиска всех наикратчайших  путей [6], который формирует 
каркас графа, и в худшем случае составляет 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑉𝑉𝑉𝑉|2). Подроб-
нее о выведении сложности написано разделе 3.

Немаловажным преимуществом алгоритма является тот мо-
мент, что, найдя каркасы𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺𝐺𝐺) для каждого графа из 𝐺𝐺𝐺𝐺, можно 
дать качественную оценку схожести любой паре графов из 𝐺𝐺𝐺𝐺
практически без затраты дополнительных ресурсов.

1. Обзор существующих методов

В данной части рассмотрены существующие алгоритмы
оценки схожести помимо уже упомянутого во введении алго-
ритма Ульмана и приведены их преимущества и недостатки. 

Существует алгоритм подсчета расстояния редактирования 
между двумя графам [7, 8], заключающийся в том, что мы по-
следовательно редактируем сравниваемые графы до тех пор, 
пока они не станут изоморфными. Количество действий ре-
дактирования и будет являться численной оценкой схожести 
графов. Однако, такой подход крайне сложно вычислимый
при графах больших размеров, так как это 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 - сложная за-
дача, хотя ряд авторов утверждают, что при выполнении ма-
тематической аппроксимации, удается перевести задачу в 𝑁𝑁𝑁𝑁 –
сложную задачу, ценой снижения качества оценки схожести 
графов.

В алгоритме оценки схожести по общим подграфам [9, 10, 11]
авторами заявлена точность алгоритма в 90–95%. Однако, по-
скольку алгоритм поиска подграфов основан на алгоритме
Ульмана, он не может быть быстрым, в силу того, что кроме 
выполнения самого алгоритма Ульмана, требуется выполне-
ние анализа полученных подграфов.

Алгоритм подсчета размера пересечений между ребрами и 
вершинами графов [12] является вычислимым за полином 
времени, но, в то же время, авторами указывается, что в теку-
щем виде алгоритм пока не обладает должной точностью, но 
у него есть перспективы к улучшению.

Алгоритм подсчета максимального общего подграфа [13, 14, 
15] является одним из лучших в плане точности, способным 
дать качественно оценку схожести графов. Работает быстрее, 
чем алгоритм оценки схожести по общим подграфам. Однако 
это алгоритм, несмотря на возросшую скорость работы, все 
еще позиционирует себя как 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 – полная задача.

Существуют и другие алгоритмы, как способные находить 
изоморфизм сравниваемых графов [16, 17, 18], так и способ-
ные находить общие подграфы [19-22]. Несмотря на то, что 
вышеперечисленные алгоритмы работают эффективнее базо-
вого алгоритма Ульмана, они так же сложны в плане вычисле-
ния. 

Резюмируя, можно составить таблицу, отражающие преиму-
щества и недостатки имеющихся алгоритмов:
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Т а б л и ц а 1. Сравнение алгоритмов оценки графов между собой
T a b l e 1. Comparison of graph estimation algorithms with each other

Алгоритм Возможности 
алгоритма Краткая суть работы Достоинства Недостатки

Алгоритм Ульмана

Выявляет изоморфизм 
сравниваемых графов, 
ответить на вопрос, 
является ли один граф 
подграфом другого.

Выполняется 
путем сравнения 
матриц смежности 
сравниваемых графов.

Дает точные ответы о 
изоморфизме графов 
и о том, является ли 
один граф подграфом 
другого.  

Высокая 
вычислительная 
сложность, не дает 
оценку схожести двух 
графов.

Алгоритм подсчета 
расстояния 
редактирования между 
двумя графам

Выявляет изоморфизм, 
дает оценку схожести 
сравниваемых графов.

Путем выполнения 
операций 
редактирования 
на обоих графов, 
до наступления 
изоморфизма 
сравниваемых графов.

Работает, в том числе, 
и с ориентированными 
графами.

Оценка изоморфизм 
графов – 
вероятностная 
величина, высокая 
вычислительная 
сложность в больших 
графах, задача NP - 
типа.

Алгоритм оценки 
схожести по общим 
подграфам

Дает оценку схожести 
сравниваемых графов.

Используя алгоритм 
Ульмана, находит 
подграфы в обоих 
графах. На основе 
найденных подграфов 
дает оценку схожести 
графов.

Высокая заявленная 
точность алгоритма, 
90-95%.

Высокая 
вычислительная 
сложность в больших 
графах, задача NP – 
типа.

Алгоритм подсчета 
размера пересечений 
между ребрами и 
вершинами графов

Дает оценку схожести 
сравниваемых графов.

Вычисляет параметры 
графа (ребра и 
вершины) по своей 
методике и дает 
оценку схожести двух 
графов.

Быстрота работы.

Низкая точность 
оценки схожести в 
больших графах.

Алгоритм подсчета 
максимального общего 
подграфа

Дает оценку схожести 
сравниваемых графов.

Схож с алгоритмом 
схожести по общим 
подграфам, оценка 
деется по максимально 
общему подграфу.

Хорошая точность 
алгоритма.

Высокая 
вычислительная 
сложность в больших 
графах, задача NP – 
типа.

Каркасный алгоритм 
оценки схожести

Дает оценку схожести 
сравниваемых 
графов, выявляет 
гомоморфизм графов.

Строит каркасы 
сравниваемых 
графов, анализирует 
их свойства и дает 
заключение по 
сравниваемым графам.

Хорошая точность 
алгоритм, быстрота 
работы.

На конечном этапе 
оценки, вероятно, есть 
замечания к полноте 
результатов работы 
алгоритма.

Описание алгоритма

Пусть дано несколько невзвешенных неориентированных гра-
фов , где
 – невзвешенный неориентированный граф,
 – непустое множество неупорядоченных ребер графа ,
 – непустое множество вершин графа ,
 – количество графов,
 – индекс графа. 
В каждом  – ом графе из, для каждой  – ой вершины  составля-
ется список итераций , где 
– множество вершин из , равноудаленных от  на расстоянии  ,
  – множество всех вершин в графе , 
  – удаленность от вершины ,

 – количество вершин в графе ,
 = индекс вершины в графе . 

и верши-
нами 

графов

дает 
оценку 
схожести 
двух гра-
фов.

Алго-
ритм 

подсчета
макси-

мального 
общего 

подграфа

Дает 
оценку 
схожести 
сравни-
ваемых 
графов.

Схож с ал-
горитмом 
схожести 
по общим 
подгра-
фам, 
оценка 
деется по 
макси-
мально 
общему 
подграфу.

Хорошая 
точ-
ность 
алго-
ритма.

Высокая
вычисли-
тельная 
слож-
ность в 
больших 
графах, 
задача NP
– типа.

Каркас-
ный ал-
горитм 
оценки 

схожести

Дает 
оценку 
схожести 
сравни-
ваемых 
графов, 
выяв-
ляет го-
момор-
физм 
графов.

Строит 
каркасы 
сравнива-
емых гра-
фов, ана-
лизирует 
их свой-
ства и 
дает за-
ключение 
по срав-
нивае-
мым гра-
фам.

Хорошая 
точ-
ность 
алго-
ритм, 
быст-
рота ра-
боты.

На конеч-
ном этапе 
оценки, 
вероятно, 
есть за-
мечания 
к полноте 
результа-
тов ра-
боты ал-
горитма.

2. Описание алгоритма

Пусть дано несколько невзвешенных неориентированных
графов 𝐺𝐺𝐺𝐺 = {𝐺𝐺𝐺𝐺1, … ,𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛}, где

𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖 =< 𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖 ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖 > – невзвешенный неориентированный граф,

𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖 – непустое множество неупорядоченных ребер графа 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖,

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖 – непустое множество вершин графа𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖,

𝑛𝑛𝑛𝑛 – количество графов,

𝑖𝑖𝑖𝑖 = {1 …𝑛𝑛𝑛𝑛}, 𝑖𝑖𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 – индекс графа.

В каждом 𝑖𝑖𝑖𝑖 – ом графе из 𝐺𝐺𝐺𝐺, для каждой 𝑗𝑗𝑗𝑗 – ой вершины 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 со-
ставляется список итераций𝑅𝑅𝑅𝑅𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 = {𝑅𝑅𝑅𝑅1, … ,𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡} , где 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑤𝑤𝑤𝑤 ⊆ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 – множество вершин из V𝑖𝑖𝑖𝑖 , равноудаленных от 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑤𝑤𝑤𝑤
на расстоянии𝑤𝑤𝑤𝑤, 𝑤𝑤𝑤𝑤 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 ,

V𝑖𝑖𝑖𝑖 = {𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 , … , 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘} – множество всех вершин в графе𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖,

𝑡𝑡𝑡𝑡 – удаленность от вершины 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 ,

𝑘𝑘𝑘𝑘 – количество вершин в графе𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖,

𝑗𝑗𝑗𝑗 = {1 …𝑘𝑘𝑘𝑘}, 𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 = индекс вершины в графе𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖.
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В каждом 𝑖𝑖𝑖𝑖 – ом графе из 𝐺𝐺𝐺𝐺, для каждой 𝑗𝑗𝑗𝑗 – ой вершины 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 со-
ставляется список итераций𝑅𝑅𝑅𝑅𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 = {𝑅𝑅𝑅𝑅1, … ,𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡𝑡𝑡} , где 
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𝑘𝑘𝑘𝑘 – количество вершин в графе𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖,

𝑗𝑗𝑗𝑗 = {1 …𝑘𝑘𝑘𝑘}, 𝑗𝑗𝑗𝑗 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁 = индекс вершины в графе𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖.
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Коэффициент подобия  вычисляется при попарном сравнении 
графов, для этого для каждой пары графов  и   определяем:
- соотношение диаметров графов

       (2)

- соотношение количеств путей графов 

      (3)

- соотношения коэффициентов плотности каркасов графов

Вывод и обоснование сложности алгоритма

Определим асимптотическую сложность2 по верхнему пределу  
[23-25].  Так как основная нагрузка приходится на итерацион-
ный алгоритм, который в худшем случае, выдает сложностол-
ный граф)3 ,

тогда для худшего случая асимптотическая сложность по верх-
нему пределу при сравнении двух графов имеет вид :

,   (6)

где:
Каждое слагаемое  – асимптотическая сложность работы по-
строения каркасов графов, где
- первое слагаемое – время на построения итераций для ка-
ждой вершины,
- второе слагаемое – время работы итерационного алгоритма, 
- третье слагаемое – время вычисления характеристик графа.
Последнее слагаемое в общем уравнении (6) – асимптотиче-
ская сложность вычисления и сравнения характеристик кар-
касов графов , представляющая собой простейшие арифмети-
ческие операции, независящие от характеристик сравнивае-
мых графов. 
 – наибольшее количество вершин из сравниваемых графов.
Однако, в реальности (в компьютерных сетях, инфраструкту-
ре, компьютерных играх и т.д.), полные графы встречаются 
крайне редко, чаще всего графы имеют относительно невысо-
кую плотность, при которой  . Если принять данное допуще-
ние, что каждый сравниваемый граф из  удовлетворяет выше-
описанному условию, то сложность алгоритма становится:

       (7)

1. 

Далее, определяется максимально возможное расстояние в
графе 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖 между вершинами 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 и создаётся множество пар
вершин 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑅𝑅𝑅𝑅) = {�V𝑖𝑖𝑖𝑖,𝛼𝛼𝛼𝛼 , V𝑖𝑖𝑖𝑖,𝛽𝛽𝛽𝛽�}, где V𝛼𝛼𝛼𝛼 , V𝛽𝛽𝛽𝛽 – вершины, входящие в
𝑅𝑅𝑅𝑅𝑤𝑤𝑤𝑤, находящихся на максимальном удалении 𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 .

С помощью итерационного алгоритма [6] между каждыми па-
рами в  𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑅𝑅𝑅𝑅) вычисляются кратчайшие пути𝑊𝑊𝑊𝑊 = {𝑊𝑊𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖,𝛼𝛼𝛼𝛼 , … ,𝑊𝑊𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖,𝛿𝛿𝛿𝛿},
где каждый путь представляет собой граф𝑊𝑊𝑊𝑊𝑖𝑖𝑖𝑖 ≔ (𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖),𝐸𝐸𝐸𝐸(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖)),
и 𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 = {1 … 𝑛𝑛𝑛𝑛}, 𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑁𝑁𝑁𝑁,𝛼𝛼𝛼𝛼 ≠ 𝛽𝛽𝛽𝛽 – индексы графов.

На основании вышеописанный результатов для каждого 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖 со-
ставляется каркас графа 𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) = < 𝐸𝐸𝐸𝐸(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖),𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) >, где

𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐾𝐾𝐾𝐾) = 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑊𝑊𝑊𝑊1)∪ … ∪ 𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑊𝑊𝑊𝑊𝑚𝑚𝑚𝑚) – объединение вершин всех пу-
тей 𝑊𝑊𝑊𝑊 графа 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑚𝑚𝑚𝑚 – количество графов в 𝑊𝑊𝑊𝑊.

𝐸𝐸𝐸𝐸(𝐾𝐾𝐾𝐾) = 𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑊𝑊𝑊𝑊1) ∪… ∪ 𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑊𝑊𝑊𝑊𝑙𝑙𝑙𝑙) – объединение ребер всех путей 
𝑊𝑊𝑊𝑊 графа 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑙𝑙𝑙𝑙 – количество всех ребер в 𝑊𝑊𝑊𝑊.

Далее, для каждого графа 𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖 на основании советующего кар-
каса из𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖):

- определяется диаметр графа 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) равный расстоянию лю-
бого из путей 𝐾𝐾𝐾𝐾(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖), 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,

- определяется количество путей в каркасе каждого графа
𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) = |𝑊𝑊𝑊𝑊(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖)|,

- определяется отношение количества вершин в каркасе
|𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐾𝐾𝐾𝐾)| к общему количеству вершин в графе |𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖)| , или коэф-
фициент плотности каркаса графа, по формуле:

∆𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖) = |𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐾𝐾𝐾𝐾)|
|𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑖𝑖𝑖𝑖)|

(1)

Коэффициент подобия 𝐽𝐽𝐽𝐽 вычисляется при попарном сравне-
нии графов, для этого для каждой пары графов G1 и G2 опре-
деляем:

- соотношение диаметров графов

∆𝐷𝐷𝐷𝐷(G1,G2) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝐷𝐷𝐷𝐷(𝐺𝐺𝐺𝐺1),𝐷𝐷𝐷𝐷(𝐺𝐺𝐺𝐺2))
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝐷𝐷𝐷𝐷(𝐺𝐺𝐺𝐺1)𝐷𝐷𝐷𝐷(𝐺𝐺𝐺𝐺2))

(2)

- соотношение количеств путей графов 

∆𝑘𝑘𝑘𝑘(G1, G2) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐺𝐺𝐺𝐺1),𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐺𝐺𝐺𝐺2))
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐺𝐺𝐺𝐺2),𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐺𝐺𝐺𝐺2))

(3)

- соотношения коэффициентов плотности каркасов графов

∆𝑉𝑉𝑉𝑉(G1,G2) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(∆𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺1)∆𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺2))
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(∆𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺1),∆𝑉𝑉𝑉𝑉(𝐺𝐺𝐺𝐺2))

(4)

Коэффициент подобия вычисляется по формуле:

𝐽𝐽𝐽𝐽 = 𝐽𝐽𝐽𝐽(G1,G2) = ∆𝐷𝐷𝐷𝐷(G1,G2) ∙ ∆𝑘𝑘𝑘𝑘(G1, G2) ∙ ∆𝑉𝑉𝑉𝑉(G1,G2)         (5)

Коэффициент подобия отдаленно напоминает поведение ве-
роятностной величины, 𝐽𝐽𝐽𝐽 ∈ (0, 1]. 

В отношении коэффициента подобия 𝐽𝐽𝐽𝐽 действуют следующие 
правила:

1. чем ближе коэффициент 𝐽𝐽𝐽𝐽 подобия к единице тем более по-
хожи графы G1, G2 между собой.

2. при значении 𝐽𝐽𝐽𝐽 = 1 графы G1, G2:

- гомоморфные, если |𝑉𝑉𝑉𝑉(G1)| = |𝑉𝑉𝑉𝑉(G2)| , т.е. количество вер-
шин одинаково,

- граф с меньшим количеством вершин является подграфом с
большим, то есть, к примеру, если |𝑉𝑉𝑉𝑉(G1)| > |𝑉𝑉𝑉𝑉(G2)|, то G2 яв-
ляется подграфом G1.

3. Вывод и обоснование сложности алгоритма

Определим асимптотическую сложность 2 по верхнему пре-
делу 𝑂𝑂𝑂𝑂 [23-25].  Так как основная нагрузка приходится на ите-
рационный алгоритм, который в худшем случае, выдает слож-
ность (G𝑖𝑖𝑖𝑖 – полный граф)3 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑉𝑉𝑉𝑉|2), тогда для худшего случая 
асимптотическая сложность по верхнему пределу при сравне-
нии двух графов имеет вид G1, G2:

𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑂𝑂𝑂𝑂G1(|𝑉𝑉𝑉𝑉1|2 + |𝑉𝑉𝑉𝑉1|2 + 1) + 𝑂𝑂𝑂𝑂G2(|𝑉𝑉𝑉𝑉2|2 + |𝑉𝑉𝑉𝑉2|2 + 1) + 1) ≈ 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑉𝑉𝑉𝑉|2),       (6)

где:

Каждое слагаемое 𝑂𝑂𝑂𝑂G𝑖𝑖𝑖𝑖(|𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖|2 + |𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖|2 + 1) – асимптотическая 
сложность работы построения каркасов графов, где

- первое слагаемое – время на построения итераций для каж-
дой вершины,

- второе слагаемое – время работы итерационного алгоритма, 

- третье слагаемое – время вычисления характеристик графа.

Последнее слагаемое в общем уравнении (6) – асимптотиче-
ская сложность вычисления и сравнения характеристик кар-
касов графов G1, G2, представляющая собой простейшие ариф-
метические операции, независящие от характеристик сравни-
ваемых графов.

|𝑉𝑉𝑉𝑉| – наибольшее количество вершин из сравниваемых гра-
фов.

Однако, в реальности (в компьютерных сетях, инфраструк-
туре, компьютерных играх и т.д.), полные графы встречаются
крайне редко, чаще всего графы имеют относительно невысо-
кую плотность, при которой  |𝐸𝐸𝐸𝐸| ≪ |𝑉𝑉𝑉𝑉|2. Если принять данное
допущение, что каждый сравниваемый граф из 𝐺𝐺𝐺𝐺 удовлетво-
ряет вышеописанному условию, то сложность алгоритма ста-
новится:

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑉𝑉𝑉𝑉|), ∀𝐺𝐺𝐺𝐺:𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖 ≪ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖2     (7)

2 Белоусов А. И., Ткачев С. Б. Дискретная математика. 7-е изд., испр.
М. : Изд-во МГТУ им. Н. Э. Баумана, 2021. 704 с. URL: https://www.eli-
brary.ru/item.asp?id=49992555 (дата обращения: 30.08.2022); McConnell 
J. Analysis of Algorithms. 2nd ed. Jones & Bartlett Learning, 2007. 451 p.
3 Harary F., Palmer E. M. Graphical Enumeration. NY : Academic Press, 
1973. 218 p. doi: https://doi.org/10.1016/C2013-0-10826-4

В отношении коэффициента подобия 𝐽𝐽𝐽𝐽 действуют следующие 
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1. чем ближе коэффициент 𝐽𝐽𝐽𝐽 подобия к единице тем более по-
хожи графы G1, G2 между собой.

2. при значении 𝐽𝐽𝐽𝐽 = 1 графы G1, G2:

- гомоморфные, если |𝑉𝑉𝑉𝑉(G1)| = |𝑉𝑉𝑉𝑉(G2)| , т.е. количество вер-
шин одинаково,

- граф с меньшим количеством вершин является подграфом с
большим, то есть, к примеру, если |𝑉𝑉𝑉𝑉(G1)| > |𝑉𝑉𝑉𝑉(G2)|, то G2 яв-
ляется подграфом G1.

3. Вывод и обоснование сложности алгоритма

Определим асимптотическую сложность 2 по верхнему пре-
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где:
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Последнее слагаемое в общем уравнении (6) – асимптотиче-
ская сложность вычисления и сравнения характеристик кар-
касов графов G1, G2, представляющая собой простейшие ариф-
метические операции, независящие от характеристик сравни-
ваемых графов.

|𝑉𝑉𝑉𝑉| – наибольшее количество вершин из сравниваемых гра-
фов.

Однако, в реальности (в компьютерных сетях, инфраструк-
туре, компьютерных играх и т.д.), полные графы встречаются
крайне редко, чаще всего графы имеют относительно невысо-
кую плотность, при которой  |𝐸𝐸𝐸𝐸| ≪ |𝑉𝑉𝑉𝑉|2. Если принять данное
допущение, что каждый сравниваемый граф из 𝐺𝐺𝐺𝐺 удовлетво-
ряет вышеописанному условию, то сложность алгоритма ста-
новится:

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑉𝑉𝑉𝑉|), ∀𝐺𝐺𝐺𝐺:𝐸𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖𝑖𝑖 ≪ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑖𝑖𝑖𝑖2     (7)

2 Белоусов А. И., Ткачев С. Б. Дискретная математика. 7-е изд., испр.
М. : Изд-во МГТУ им. Н. Э. Баумана, 2021. 704 с. URL: https://www.eli-
brary.ru/item.asp?id=49992555 (дата обращения: 30.08.2022); McConnell 
J. Analysis of Algorithms. 2nd ed. Jones & Bartlett Learning, 2007. 451 p.
3 Harary F., Palmer E. M. Graphical Enumeration. NY : Academic Press, 
1973. 218 p. doi: https://doi.org/10.1016/C2013-0-10826-4
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Экспериментальная часть

При проведении эксперимента были выбраны специальные 
условия для того, чтоб облегчить визуализацию работ данно-
го алгоритма в рамках статьи:
- количество графов должно быть небольшим,
- сами графы должны быть, так же, небольшими,
- все графы должны быть разными по топологии,
- желательно, все графы должны быть взяты из реально суще-
ствующих систем.
Данные для эксперимента были взяты из рабочей системы по 
транзакции денежных средств и полностью обезличены. 
Так же для данной статьи была написана программа, реализу-
ющая алгоритм сравнения графов. Ниже показаны некоторые 
примеры результата работы программы, реализующей кар-
касный алгоритм сравнения графов, где белые вершины – вер-
шины, входящие в каркасы соответствующих графов. 
На рисунке 1 представлена визуализация сравнения гомомор-
фных графов. На рисунке 2 сравниваются схожие графы. В дан-
ном случае высокая оценка схожести двух графов дается за схо-

жую топологию и количественную характеристику каркасов. 
Менее схожие графы представлены на рисунке 3. Из данной 
визуализации видно, что по мере того, как каркасы графов 
меньше начинают быть схожими, оценка схожести падает. 
На рисунке 4 сравниваются графы с каркасами, оставляющи-
ми почти весь граф. Однако, они содержат существенно разное 
количество вершин, поэтому оценка их схожести не столь вы-
сока. 
Еще одно подобное сравнение представлено на рисунке 5. Схо-
жая топология каркасов на данной визуализации обуславли-
вает схожесть около 60%. 
Для графов, представленных на рисунке 6, высокая оценка 
схожести обусловлена тем, что сравниваемые графы имеют 
похожие, «ветвистые» каркасы. 
На рисунках 7 и 8 представлена оценка не схожих графов. Дан-
ных визуализациях сравниваются пары несхожих графов с 
кардинально разной структурой. В первом случае (рис. 7) срав-
ниваются графы разного размера. На втором сравнении (рис. 
8) показывается, что вне зависимости от размера каркасов 
сравниваемых графов, оценка схожести так же будет равна 0%.

Р и с. 1. Визуализация сравнения гомоморфных графов
F i g. 1. Visualization of comparison of homomorphic graphs

Р и с. 2. Визуализация сравнения схожих графов 
F i g. 2. Visualization of comparison of similar graphs
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Р и с. 3. Визуализация сравнения графов с похожими подграфами 
F i g. 3. Visualization of comparison of graphs with similar subgraphs

Р и с. 4. Визуализация сравнения графов с каркасами, оставляющими почти весь граф
F i g. 4. Visualization of comparison of graphs with wireframes leaving almost the entire graph

Р и с. 5. Визуализация сравнения графов с общими элементами структуры
F i g. 5. Visualization of comparison of graphs with common structure elements
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Р и с. 6. Визуализация сравнения графов с общими элементами структуры
F i g. 6. Visualization of comparison of graphs with common structure elements

Р и с. 7. Визуализация сравнения несхожих графов 
F i g. 7. Visualization of comparison of dissimilar graphs

Р и с. 8. Визуализация сравнения несхожих графов
F i g. 8. Visualization of comparison of dissimilar graphs
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Как видно из визуализаций экспериментальных данных, алго-
ритм дает весьма правдоподобное и довольно точную оценку 
схожести двух графов.

Заключение

В статье проведено исследование современных алгоритмов 
сравнения графов, обозначены как их преимущества, так и 
недостатки. Описан новый каркасный алгоритм сравнения 
невзвешенных неориентированных графов, основанный на 
построении и сравнении каркасов графов. В том числе, был 
описан алгоритм построения каркаса графа. Презентуемый 
алгоритм показал хорошие результаты в ходе эксперимен-

тов, имеет хорошую асимптотическую сложность и способен 
использоваться в различных областях, требующих выявление 
схожих графовых элементов, как например, мошеннические 
группы, схожие финансовые транзакции, общие группы лиц, 
интересов групп лиц и т.д.
Возможным недостатком данного алгоритма является то, что 
он способен обнаружить только гомоморфизм графов, в то 
время, как базовый алгоритм Ульмана способен обнаружить 
изоморфизм сравниваемых графов. Так же, нахождение ответа 
на вопрос, является один сравниваемый граф подграфом дру-
гого не является основной задачей представленного алгорит-
ма, а является его следствием работы.
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