
Том 18, № 3. 2022          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

Современные 
информационные 
технологии 
и ИТ-образование

Контент доступен под лицензией Creative Commons Attribution 4.0 License.
The content is available under Creative Commons Attribution 4.0 License.

ПРИКЛАДНЫЕ ПРОБЛЕМЫ ОПТИМИЗАЦИИ / APPLIED OPTIMIZATION PROBLEMS

Об объектно-ориентированной реализации метода 
ветвей и границ для задачи коммивояжёра. Часть II
Б. Ф. Мельников 
Совместный университет МГУ – ППИ, г. Шэньчжэнь, Китайская Народная Республика
Адрес: 517182, Китайская Народная Республика, провинция Гуандун, г. Шэньчжэнь, р-н Лунган, 
Даюньсиньчэн, ул. Гоцзидасюеюань, д. 1
bormel@mail.ru

Аннотация
Многие задачи дискретной оптимизации очень сложны для решения на компьютере – откуда и 
идёт их название «труднорешаемые». Точнее, сложны для решения (для описания алгоритмов, 
для программирования) возможные подходы к быстрому решению этих задач – переборное же 
решение, как правило, программируется просто, но работает соответствующая программа го-
раздо медленнее. Настоящую статью, как и предыдущую на эту тему, можно назвать «методи-
ческой». В предыдущей статье на эту тему мы описали наш подход к методу ветвей и границ, 
прежде всего – для классической задачи коммивояжёра. Мы рассматривали как классические 
эвристики этого метода, так и их современную интерпретацию. У настоящей статьи основная 
цель – совсем иная, чем была в предыдущей: сейчас мы рассматриваем именно программные 
аспекты реализации этого метода. Сам программный комплекс мы выполнили на языке Си++ 
– и при этом пытались использовать все такие возможности языка, которые можно применять 
для программирования практически любых алгоритмов дискретной математики; конечно, в 
первую очередь мы имеем в виду объектно-ориентированные возможности. В конце статьи (в 
части II) мы приводим некоторые результаты вычислительных экспериментов. А в заключении 
мы рассматриваем несколько интересных тем для дальнейшего исследования студентами: обе 
статьи (предыдущая и настоящая) описывают только начало очень большого количества воз-
можных тем, связанных с применением метода ветвей и границ для задач дискретной оптими-
зации, в частности – с объектно-ориентированной реализацией этого метода.
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Abstract
Many discrete optimization problems are very difficult to solve on a computer; hence they are titled 
“intractable”. More precisely, the possible approaches to solving these problems quickly are difficult to 
solve (for describing algorithms, for programming), and the iterative solution, as a rule, is programmed 
simply, but the corresponding program works much slower. This paper, like the previous one on this 
topic, can be called “methodical”. In the previous paper on this topic, we described our approach to 
the method of branches and boundaries, primarily for the classical traveling salesman problem. We 
considered both the classical heuristics of this method and their modern interpretation. The main 
purpose of this article is quite different from that of the previous article: now we consider the software 
aspects of the implementation of this method. We executed the software package in C++ – and at the 
same time tried to use all such language features that can be used for programming practically any 
algorithms of discrete mathematics; of course, first of all we mean object-oriented capabilities. At the 
end of the article (in Part II), we present some results of computational experiments. And in conclusion, 
we consider several interesting topics for further study by students: both papers (the previous one and 
the present one) describe only the beginning of a very large number of possible topics related to the 
application of the branches and bounds method for discrete optimization problems, in particular, with 
the object-oriented implementation of this method.
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Мы продолжаем обсуждение возможной объектно-ориентиро-
ванной реализации метода ветвей и границ для задачи комми-
вояжёра, начатое в части I, [1]. 

Класс для подзадач – основной метод

…Теперь мы переходим к самому важному методу – причём 
самому важному не только для рассматриваемого класса 
SubTask, но и для всего описываемого проекта. А «по большому 
счёту» можно сказать, что этот метод – самый важный (ключе-
вой) для всего подхода к реализации МВГ (для любой задачи 
дискретной оптимизации, далеко не только для ЗКВ).

Текст метода «очень длинный» (что объяснимо: требуется вы-
полнить много различных действий, мало связанных между 
собой) – поэтому мы на рисунках снова «делим его на части». 
Сразу отметим, что возвращать построенную подзадачу будем 
по указателю Return – а поэтому для него сразу применяем 
оператор new. На первом рисунке приведено начало текста ме-
тода – к нему такие комментарии.
Здесь и далее: пункт 1 – так в комментариях обозначено созда-
ние («рождение») правой подзадачи, он состоит из нескольких 
подпунктов – вспомогательных алгоритмов, которые в ком-
ментариях озаглавлены 1a, …, 1f. На фрагменте кода приведе-
ны только самые простые вспомогательные действия, нужные 
для создания правой подзадачи – для них не нужны дополни-
тельные комментарии.

1 При этом отметим один из очень немногих недостатков Си++ (с нашей точки зрения). Приведённый нами текст – да, конечно, транслируется, но:
• мы же работаем с одним объектом класса SubTask (с «нами самими», точнее, с *this);
• а тем фактом, что поля относятся к нашему классу, причём они не описаны как public, – мы пользуемся для совсем другого объекта того же класса (а имен-

но, для *Return); а он-то для нас на самом деле <<чужой>>!
Может, стóит просто не употреблять таких конструкциях в своих программах? Наверное …
2 Goodman S. E., Hedetniemi S. T. Introduction to the Design and Analysis of Algorithms. New York: McGraw-Hill, 1977. 371 p.  

Далее – более сложные действия, см. приведённый рисунок. На 
нём подпункт 1c комментариев не требует, а подпункт 1d – это 
запись того, что в правой подзадаче становится обязательной 
поездка между выбранной парой городов. Но города были вы-
браны по номерам строк / столбцов текущей матрицы – поэ-
тому мы выбираем эти номера из соответствующих массивов 
(Lin и Col). Далее проставляем в массивах Next и Prev следую-
щий город для номера III и предыдущий город для номера JJJ 1.
Подпункт 1e – это вызов установки замены «серого нуля» на 
бесконечность, про которую (замену) мы уже немного гово-
рили выше (в том числе в [2], некоторые термины этой ста-
тьи используются в этом абзаце и далее). А подпункт 1f – это 
поиск таких возможных «серых нулей», которые получаются 
как возможное замыкание «малых циклов» (вспомогательный 
алгоритм, кратко упомянутый в [2] и отсутствовавший в рабо-
те2); впрочем, без этого вспомогательного алгоритма можно и 
обойтись – поскольку отсутствие «малых циклов» автомати-
чески проверяется и перед рассмотрением решения как допу-
стимого и проверки его на псевдооптимальность, см. подроб-
нее в классе Task.

Всё приведённое на этом последнем фрагменте текста функ-
ции MakeRight(), по-видимому, вызывать дополнительные во-
просы не должно. Действия здесь такие:
• во-первых – подпункт 1g, редукция полученной правой 
подзадачи;
• во-вторых – пункт 2, оформление «себя» в качестве левой 
подзадачи;
• в-третьих – тоже пункт 2, редукция полученной левой под-
задачи по строке и столбце; при этом, понятно, строка одна и 
столбец один, их номера известны заранее.
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Далее (см. приведённый рисунок) – очень несложное описа-
ние решения задачи малой размерности. Повторим, что мы 
рассматриваем только очень упрощённый вариант – т. е. мы 
до конца решаем задачу только тогда, когда её размерность не 
превышает . При этом возможно не более  вариантов циклов – 
которые мы и проверяем для выбора лучшего из них.
Однако отметим, что упомянутое упрощение – вовсе не затра-
гивает основных действий, требуемых для выполнения и бо-
лее сложных версий функции (т.е. с произвольным значением 
константы PEREBOR), а именно:
• сравнения всех получающихся циклов,
• выбора лучшего из них,
• а после этого – возврата:
– стоимости этого сáмого лучшего цикла – «обычным обра-
зом»3,
– самогó этого цикла – через параметр.

Класс �л� основно� за�а�и
Сначала рассмотрим <<интерфейсную часть>> (см. следую-
щий рисунок).

которые мы и проверяем для выбора лучшего из них.
Однако отметим, что упомянутое упрощение – вовсе не затра-
гивает основных действий, требуемых для выполнения и бо-
лее сложных версий функции (т.е. с произвольным значением 
константы PEREBOR), а именно:
• сравнения всех получающихся циклов,
• выбора лучшего из них,
• а после этого – возврата:
– стоимости этого сáмого лучшего цикла – «обычным обра-
зом»3,
– самогó этого цикла – через параметр.

Класс �л� основно� за�а�и
Сначала рассмотрим <<интерфейсную часть>> (см. следую-
щий рисунок).

Поля – понятны? Видимо, да – но и к ним есть такое важное 
замечание4. Класс для основной задачи можно было бы реали-
зовать – в отличие от того, что мы делаем здесь – как наслед-
ник класса «массив подзадач» 5! И, более того, можно было бы 
сделать и двойное наследование (ещё и от матрицы, которая 
в этом случае также выделялась бы в особый класс) – но это, 
по-видимому, всё-таки незачем6.
А описание заголовков некоторых методов «начнём с конца» 
(сверху вниз)7. Run() выполняет всё решение. Для этого снача-

3 Мы употребляем слова «самый лучший цикл» по понятным причинам: при значении константы PEREBOR больше  таких циклов получается «много» – хотя, 
вообще говоря, здесь не факториальная зависимость.
4 Снова – как и в случае с возможными полями Yes и No – мы пишем о том, чего мы в этом проекте не делаем!
5 Конечно, при этом класс «массив подзадач» нужно специально описывать.
(И отметим ещё, что имеется значительно более простой пример примерно того же самого: список списков представляется как наследник списка.)
А вот «снобы» такую организацию данных обязательно раскритикуют! (И будут считать, что они правы: действительно, ведь список списков не является 
частным случаем списка элементов, как и задача не является частным случаем массив подзадач…) Однако на практике такое применение наследования 
всегда очень удобно! Ну и почему же мы не должны применять удобные варианты структур данных?.. 
6 Единственный известный нам случай удачного применения двойного наследования – таков. Один из предков описывает задачу, а второй (класс-алго-
ритм!) – метод её решения. Возможно, в будущем мы опубликуем подобную реализацию…
(Не очень сложное, но достаточно удачное – по нашему мнению – применение двойного наследования см. также в [3, 4]. А именно – описание класса для 
окончательного варианта итерационного дерева морфизма. Однако, повторим, это довольно простой пример.)
7 Ниже будет подробное описание соответствующих алгоритмов.
8 Выше мы говорили о стартовой инициализации первой подзадачи.

ла создаётся массив из единственной подзадачи (которая либо 
вводится из файла, либо инициализируется случайным обра-
зом), записываемой в массив подзадач. После этого, как мы 
уже отмечали выше, мы в цикле выбираем первую подзадачу, 
извлекая её из массива (в нём задачи обычно упорядочены в 
порядке возрастания границы), и пытаемся её решить мето-
дами класса SubTask. В случае появления нового решения (его, 
кстати, нельзя называть псевдооптимальным) мы сравниваем 
значения тура с имеющимся псевдооптимальным – и, в случае 
успеха, заменяем это псевдооптимальное решение и сам теку-
щий псевдооптимальный тур.
Далее – конструктор и деструктор:

Стартовая инициализация задачи8 такова:

Далее – извлечение подзадачи из массива и её возврат (здесь 
тоже всё просто):

Всё связанное с дорешиванием подзадачи:
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Комментарии здесь такие.
• Надо ли дорешивать подзадачу – это мы решаем не 

здесь; здесь же мы просто такое дорешивание выпол-
няем.

• В текущей версии возможен вариант передачи параме-
тра SubTask* st – но мы оставили такой вариант, кото-
рый «подходит и для более общего случая»9.

• Если мы получили хоть какое-то решение (не обяза-
тельно ставшее новым текущим псевдооптимальным) 
– то возвращаем true; при этом на «вызывающем» уров-
не этот факт будет признаком того, что «можно забы-
вать» про рассматриваемую подзадачу.

• Как видно из текста метода, в случае, когда мы всё-таки 
получаем новое текущее псевдооптимальное решение, 
мы заменяем связанные с ними поля нашего класса.

• Вызов rez.NewOpt() отмечает в объекте rez номер шага, 
на котором это (псевдо)оптимальное решение было 
получено, – и после окончания всего процесса решения 
задачи мы будем знать номер последнего из таких ша-
гов. (Вообще, использование объекта этого класса ста-
нет понятно на основе приведённого в разделе 7.)

Далее – добавление подзадачи в массив:

Здесь также нужны комментарии.
• Решаемая задача передаётся «на указателе» первым 

параметром.
• В случае, когда после окончания работы метода нам 

рассматриваемая подзадача больше не нужна – мы её 
удаляем деструктором. А иначе – включаем её обратно в 
массив подзадач, т.е. соответствующий ей указатель «не 
пропадает». Таким образом, при любом варианте разви-
тия событий «дыр» в динамической памяти не будет.

• Рассматриваемый метод AddSubTask() возвращает true 
тогда и только тогда, когда после его выполнения не 
произошло переполнение массива подзадач (т.е. он 
завершился успешно). В частности, в случае дореши-
вания подзадачи такого переполнения быть не может.

• Цикл, не выполняющийся в случае соответствующе-

9 Этот «более общий случай» связан с частичным решением рассматриваемой подзадачи. Здесь мы не будем подробно останавливаться на этом вопросе.
10 Goodman S. E., Hedetniemi S. T. Introduction to the Design and Analysis of Algorithms. New York: McGraw-Hill, 1977. 371 p.  
В [2] мы её не рассматривали.
11 Приведем некоторые учебники и монографии, которые мы используем в учебном процессе: Шень А. Программирование: теоремы и задачи. 2-e изд., испр. 
и доп. М. : Изд-во МЦНМО, 2004. 296 с. URL: https://www.elibrary.ru/item.asp?id=19581225 (дата обращения: 30.08.2022); Introduction to Algorithms / T. H. Cor-
men, Ch. E. Leiserson, R. L. Rivest, C. Stein. 3rd ed. Cambridge, MA: The MIT Press, 2009. 1292 p.; Lipski W. Kombinatoryka dla programistów. Warszawa: Wydawnictwa 
Naukowo-Techniczne, 1989. 181 p.; Новиков Ф. А. Дискретная математика для программистов : учеб. пособие. 3-е изд. СПб. : Питер, 2008. 383 с. URL: https://
www.elibrary.ru/item.asp?id=19454175 (дата обращения: 30.08.2022); Wirth N. Algorithms and Data Structures. Prentice Hall, 1985. 288 p.; Wirth N. From Modula 
to Oberon and the programming language Oberon (Report). ETH Technical Reports D-INFK. Vol. 82. Zürich: Eidgenössische Technische Hochschule Zürich, 1987. 27 p. 
doi: https://doi.org/10.3929/ethz-a-005363226; Sedgewick R. Algorithms in C, Parts 1-4: Fundamentals, Data Structures, Sorting, Searching. 3rd ed. Addison-Wesley 
Professional, 1997. 720 p.

го ответа на проверку условия if (!bSimple) (параметр bSimple 
передаётся вторым параметром метода) – возможно, самая 
важная эвристика; как показывают вычислительные экспери-
менты, она существенно улучшает общее время решения «по 
сравнению с работой10». 
• Точнее, таковой является не сама эвристика, а её при-

менение, зависящее от варианта вызова в методе Run() 
(который мы рассмотрим ниже). А именно: иногда 
(если, например, уже достигнута нужная размерность) 
задача обязательно добавляется самой первой!

• И практически такой же вариант работы применяет-
ся для построения последовательности правых задач 
(ППЗ, [2]).

Следующий метод – существенно проще; он удаляет «хвост» 
массива подзадач – т. е. все те подзадачи, у которых слишком 
большие значения границ.

Основной метод класса («интерфейсный») – Run():

В нём и вызывается MakeRight(), после чего идёт обработка 
получившихся в результате подзадач. Отметим, что всегда 
равный значению true второй параметр при вызове функции 
обработки получившейся правой подзадачи отражает приня-
тый нами вариант построения ППЗ, см. [2].

О результата х вычислительных 
экспериментов
С нашей точки зрения, во многих книгах, относящихся к учеб-
ной (и особенно к научной) литературе по алгоритмизации 
слишком большое внимание уделяется получению формаль-
ных временны́х оценок11. И на примере рассматриваемой нами 
задачи коммивояжёра это, наверное, видно в наибольшей сте-
пени: какая для практики разница, с какой временнóй оценкой 
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сверху будет работать созданный нами алгоритм? Нам важны 
некоторые статистические характеристики времени его вы-
полнения12, среди которых практически всегда достаточно 
двух, математического ожидания и дисперсии (а иногда – од-
ного математического ожидания). То есть в первую очередь 
надо проводить сами вычислительные эксперименты, после 
чего – правильно интерпретировать их результаты [5-12].
Однако не надо и «впадать в другую крайность»: всё-таки 
совсем отказываться от теоретически полученных оценок, 
конечно, не нужно. Но надо просто осознавать, что эти теоре-
тические оценки значительно менее важны, чем хорошо про-
ведённые результаты вычислительных экспериментов.
А поэтому важно также следующее: методика проведения 
вычислительных экспериментов должна быть хорошо проду-
мана! При этом, по нашему мнению, практически всегда в по-
добных ситуациях авторы различных публикаций просто при-
водят характеристики компьютера, на котором выполнялись 
расчёты, далее что-то про сами расчёты (чаще всего время) – и 
всё…   К сожалению, мы здесь просто не можем сделать намно-
го больше13 – но очень кратко изложим специальный подход 
к проведению вычислительных экспериментов, который мы 
считаем очень удачным (по крайней мере, для рассматрива-
емых нами оптимизационных задач). Можно сказать, что он 
является развитием подхода, ранее изложенного нами в [13].
В этом подходе мы, во-первых, исходим из того, что для полу-
чения (действительно) оптимального решения задача может 
считаться на компьютере очень долго – а мы не всегда распо-
лагаем соответствующим временем. И, во-вторых, нам часто 
достаточно решения – достаточно близкого к оптимальному14.
В связи изложенным – для некоторой зафиксированной раз-
мерности мы сначала за несколько «проходов» (скажем, за 10; 
в каждом из них мы в первую очередь генерируем новый част-
ный случай ЗКВ) решаем задачу до конца («дорешиваем») – и 
при этом получаем среднее время работы; так и называем это 
время – среднем временем (полного решения для рассматри-
ваемой размерности). После этого снова мы вызываем про-
грамму решения задачи для такой же размерности – также для 
нескольких частных случаев ЗКВ (вполне возможно, что для 
тех же самых частных случаев – но это необязательно) [14-18].
Однако теперь (при вторичных вызовах) в процессе дореши-
вания мы фиксируем не только общее время, но и результат 
(псевдооптимальное решение), полученный к некоторым 
временам, как-то зависящим от ранее зафиксированного сред-
него времени для рассматриваемой размерности (пусть это ); 
например, таковой может быть последовательность времён

12 И, конечно, в первую очередь – две «наиболее популярные», математическое ожидание и дисперсия времени выполнения; время рассматривается как 
случайная величина, см.: Лагутин М. Б. Наглядная математическая статистика: учеб. пособие. 4-е изд. М. : БИНОМ. Лаборатория знаний, 2013. 472 с. URL: 
https://www.elibrary.ru/item.asp?id=21556868 (дата обращения: 30.08.2022) и мн. др.
13 А мы и не стремились к этому: как мы уже сообщали выше, цели статьи вовсе не в этом.
14 См. по поводу «во-первых» и «во-вторых» информацию в [2] и в первой части настоящей статьи: а именно, о т. н. последовательности правых задачи и об 
anytime-алгоритмах.
15 Одну «folklore story» (про Б. Страуструпа) мы приводили выше, ещё одна нами была изложена в [2] (про «соревнования» алгоритмов). Также в [2] мы 
приводили и свою историю (про работу переборного алгоритма на «среднестатистических» ПК – 30-летней давности и современных). А здесь мы также 
приводим свою историю.
16 Конечно, крайне желательно, чтобы программы должны быть написаны «с одной и той же старательностью», в одной программной системе и одним и 
тем же автором.
17 Что становится вполне возможным при использовании копирования подзадач на диск – своего рода «бэкапа». Конечно, алгоритмы работы с массивом 
подзадач при этом немного усложняются – и мы в статье не приводим соответствующих вариантов классов и методов.

(При этом по поводу значения  отметим, что в связи с примене-
нием алгоритма формирования ППЗ на практике хоть какое-то 
псевдооптимальное решение в первый раз получается и за су-
щественно меньшее значение времени. А по поводу большúх 
значений времени – конечно же, при получении оптимального 
решения выполнение алгоритма заканчивается).
Повторим, что в настоящей статье мы применили значитель-
но более простой вариант проведения вычислительных экспе-
риментов – но всё-таки вариант более интеллектуальный, чем 
«просто посчитать и зафиксировать результаты». Приведём 
по этому поводу ещё одну историю15. Сравнивать алгоритмы, 
проверяя соответствующие им программы16 на скорость вы-
полнения – сейчас достаточно непросто: как правило, про-
грамма выполняется под управлением операционной системы 
(Windows и др.), которой временами «хочется» выполнить 
какие-то действия, не связанные с проверяемой программой. 
Понятно, что при большом числе проверок процент такой 
«ненужной» работы стремится к одному и тому же значению 
для всех проверяемых программ – «но осадок остаётся». Имен-
но поэтому автор в конце 1990-х – даже после появления ОС 
Windows – старался проверять свои программы под управле-
нием DOS; результаты, по-видимому, получались более адек-
ватные, поскольку у DOS гораздо реже «возникало желание» 
делать что-то своё. И более того, до этого, в начале 1990-х, мы 
старались подобные проверки-сравнения проводить вообще 
без операционной системы – генерируя для каждого из таких 
сравнений отдельные исполняемые com-файлы. К сожалению, 
в настоящее время всё это очень затруднительно (если вообще 
возможно) – и «от нашей бедности» приходится довольство-
ваться тем, что есть (т. е. теми методами такого сравнения, ко-
торые нам доступны).
Итак, будем применять не столько относительные значения 
времён выполнения программ (точнее – одной и той же про-
граммы для разных исходных данных), сколько абсолютные 
значения. Поэтому «тем более» нужно привести характери-
стики процессора, на котором проводились вычислительные 
эксперименты:

Intel(R) Core(TM) i7-8700 CPU @ 3.20GHz.
Для вычислений мы использовали три варианта размерности 
(,  и ). Максимально возможное значение числа подзадач всегда 
устанавливали равным ; при этом могли теряться оптималь-
ные решения – но интуитивно понятно, что увеличение числа 
подзадач всего в  раза17 для таких размерностей и при наших 
временных ограничениях (см. ниже) даст возможность прак-
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тически всегда получать точные решения18. Для каждого из 
этих вариантов мы запускали по нескольку вычислительных 
экспериментов (не менее 7) – и фиксировали следующее:
• время полного решения в секундах (был установлен 

лимит 3 часа – который программа ни разу не превыси-
ла); ниже в таблицах – столбец «время»;

• само решение (хотя, конечно, вряд ли оно представля-
ет большой интерес – в нашей версии вычислительных 
экспериментов всегда важен только сам факт его по-
лучения; интерес представляет то, что оно – для рас-
сматриваемой нами случайной ЗКВ – не возрастает при 
увеличении размерности); ниже в таблицах – столбец 
«решение»;

• количество итераций (выборок первой подзадачи из 
массива); ниже в таблицах – столбец, озаглавленный 
«итераций»;

• максимально отмечавшееся число подзадач (которое, 
согласно сказанному выше, не превышало ); ниже в та-
блицах – столбец «подзадач»;

• номер итерации, на которой получалось последнее 
псевдооптимальное решение19; ниже в таблицах – 
столбец «оптимум».

Все необходимые нам значения фиксировались в классе 
Rezults, текст которого мы приводили выше (в разделе 3, часть 
I). В нём метод NewIter() вызывался для того, чтобы фикси-
ровать новую итерацию, а метод NewOpt() – для того, чтобы 
отметить, что на этой итерации было зафиксировано очеред-
ное псевдооптимальное решение. Также мы фиксировали мак-
симально отмечавшееся число подзадач (см. тексты методов 
в разделах 3-4, часть I); повторим, что число подзадач у нас не 
могло превышать значения .
Для каждой из перечисленных выше характеристик мы в при-
ведённых далее таблицах указываем максимальное, медиан-
ное и минимальное значения.

18 Хочется сказать «почти наверное» – и с практической точки зрения это действительно так. Хотя чисто формально – надо строго определять вероятность 
получения такого точного решения за ограниченное время как зависящую от размерности  задачи случайную величину (при этом само время также должно 
естественным образом зависеть от ), далее доказывать, что при  эта величина стремится к [12, стр. 438])  Конечно же, всего этого проделывать незачем – 
будем всегда ограничиваться интуитивными объяснениями.
19 Всё же нельзя называть их оптимальными – хотя «почти наверное» это так.
20 Goodman S. E., Hedetniemi S. T. Introduction to the Design and Analysis of Algorithms. New York: McGraw-Hill, 1977. 371 p.  
21 А тут – без кавычек.

К этим таблицам добавим, что для размерности  мы в  случаев 
можем гарантированно утверждать, что получали оптималь-
ное решение (поскольку значения числа подзадач  не было 
достигнуто ни разу). Для размерности  таких «гарантирован-
ных» случаев было около , а для размерности  – около . Полу-
ченные точные значения этой величины (процента «гаранти-
рованных» случаев) вряд ли интересны: мы уже отмечали, что 
и для «негарантированных» случаев оптимальное решение, 
скорее всего, всегда получалось – и при небольших добавлени-
ях к программе это можно будет утверждать уверенно.

Заключение

Несм отря на то, что мы в предыдущем разделе привели резуль-
таты счёта (что обычно делается для уже окончательно завер-
шённых программ) – мы считаем, что рассматриваемая нами 
тема далеко не завершена, в ней есть много задач для дальней-
шего выполнения студентами и, более того, подобные задачи 
«никогда не кончатся». Поэтому приведём некоторые из них 
– причём называем их даже не «задачами», а «группами задач».
Первая группа задач. Реализовать до конца кратко описанный 
нами способ подсчёта – т. е. способ комплексной оценки каче-
ства anytime-алгоритма, выполняемого за какую-то выбранную 
последовательность времён. Отметим по этому поводу, что при-
ведённый в предыдущем разделе конкретный вариант такой 
последовательности времён – по-видимому, достаточно удачен.
Вторая группа. Выше уже не раз было сказано про ограничение, 
наложенное нами на максимально возможную длину массива 
подзадач – а применено это ограничение было для того, чтобы не 
отвлекаться от более важных вещей, связанных с реализацией ал-
горитма МВГ. Поэтому возможное задание понятно: реализовать 
возможность работы с массивами подзадач гораздо большей дли-
ны – осуществив при необходимости вариант «бэкапа» (сбрасы-
вания некоторых данных на диск для временного там хранения).
Третья группа. Надо написать другие варианты работы с мас-
сивом подзадач, точнее – помещения очередной подзадачи в 
этот массив, а ещё точнее – упорядочивания подзадач в этом 
массиве. Выше мы уже отмечали, что рассматриваемый нами 
вариант работы с этим массивом в реальных условиях даёт бо-
лее эффективные алгоритмы, чем вариант, выполненный не-
посредственно на основе работы20, – однако возможны и ещё 
более удачные улучшения описанного там алгоритма.
Четвёртая группа. Мы мало используем (практически не ис-
пользуем) возможность доступа к любым элементам массива 
подзадач – например, в алгоритме удаления уже не нужных 
подзадач мы работаем с «хвостом» массива, а это ещё удобнее 
проделывать с хвостом21 списка. Поэтому возникает идея вме-
сто такого массива рассматривать список (тоже – указателей на 
подзадачи). Это позволит, например, более эффективно исполь-
зовать имеющуюся в наличии динамическую память. При этом 
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подзадачи перестанут «теряться» и на значительно бóльших 
размерностях, чем в описанном нами варианте программы.
По этому поводу отметим следующее. В части I (во введении) 
мы изложили наши взгляды на Си++, который должен «занять 
чистое первое место» по естественному «комплексному кри-
терию», включающему несколько перечисленных там «мелких 
критериев». К таким «мелким критериям» можно (нужно?) до-
бавить удобный22 способ освобождения памяти – такой, когда 
об этом освобождении должен думать сам программист, а не 
«сборщик мусора», встроенный в исполняемый код, или совре-
менные аналоги такой вспомогательной функции. 
Рассмотрим такой условный пример, похожий на многочислен-
ные реальные ситуации работы описанной выше программы. 

Что показано на этом рисунке? Внизу – номера подзадач, точ-
нее, номера элементов массива подзадач, под которыми они 
(подзадачи) сохраняются. Согласно изложенному выше, кон-
кретная подзадача часто перемещается по этому массиву, ме-
няя номер23. Более тёмными областями показаны те номера 
подзадач, доступ к которым производится чаще; повторим, 
что этот пример условный – но он действительно описывает 
многочисленные реальные ситуации, и насыщенность цвета 
для разных номеров также примерно соответствует таким ре-
альным ситуациям. И важно отметить, что подобные ситуации 
(см. далее) очень характерны для различных вариантов реа-
лизации задач дискретной оптимизации, прежде всего – при 
применении для их решения метода ветвей и границ, см. наши 
предыдущие публикации [19-22] и др.
Итак, при этом возникают следующие ситуации. Число подза-
дач несколько раз превышало максимально возможное значе-
ние элементов массива указателей (200 000 в примере) – но 
после этого очень долгое время держится на несколько мень-
ших значениях (в примере – 80 000 … 120 000). Весь «хвост» за-
нимают указатели на подзадачи, которые в Си++ мы вовремя 
«дематериализуем» – а во многих других популярных языках 
программирования?
И, как несложно видеть, с кратко рассмотренным здесь при-
мером связана группа задач про организацию свопинга (по 
нашей «нумерации» – получается пятая группа задач), причём 
такая его организация, которая нужна для его применения в 
задачах дискретной оптимизации. Специально отметим, что 
нужна его организация не системой (как показывает практи-
ка, подобные вспомогательные алгоритмы всегда замедляют 
исполнение задач дискретной оптимизации), а организация 

22 Удобный для реализации алгоритмов дискретной оптимизации, многие из которых рассмотрены в различных публикациях автора. А для программистов, 
пишущих программы, от которых не требуется скорость (или «руководство не требует»), это удобство, наоборот, воспринимается как недостаток.
23 Повторим, что как недостаток это рассматривать не надо: реально мы работаем с указателями на подзадачи. Поэтому всё происходит относительно бы-
стро – по крайней мере, в сравнении со временем выбора очередного разделяющего элемента.
24 Во много раз больше имеется ссылок на т. н. «чёрный свопинг» в организации сайтов; однако он нас совершенно не интересует.
25 Как в классике, см.: Goodman S. E., Hedetniemi S. T. Introduction to the Design and Analysis of Algorithms. New York: McGraw-Hill, 1977. 371 p., ведь именно отсюда 
идёт название «метод ветвей и границ».
26 Одним шагом здесь называем применение одного разделяющего элемента.

программистом, автором алгоритмов и программ для рассма-
триваемой задачи. В литературе всё это, по-видимому, прак-
тически не отражено: в Интернете найти ничего не удаётся, 
поисковики дают только ссылки на работы автора настоящей 
статьи – причём на работы, мало с этим свопингом связан-
ные24. Однако эта тема – алгоритмы организации свопинга 
для задач дискретной оптимизации – заслуживает отдельного 
исследования, причём безотносительно к конкретной задаче.
Шестая группа. Как было сказано ранее в части I, мы строим 
последовательность правых задач с помощью специального 
параметра, описывающего вспомогательный алгоритм вклю-
чения задачи в массив подзадач. В этой группе надо попробо-
вать применить более сложные вспомогательные алгоритмы 
включения – а не только применённый нами вариант вклю-
чения новой правой подзадачи самой первой в список. Эти 
вспомогательные алгоритмы могут зависеть от значения гра-
ницы25 – но и не только от неё; например, может быть зависи-
мость ещё и от размерности включаемой подзадачи, текущего 
размера массива No (см. часть I) и др.
Седьмая группа. Увеличить константу, определяющую необ-
ходимость сразу дорешивать подзадачу (напомним, что она 
была установлена равной ). Некоторое временнóе ускорение 
при этом получить удастся.
Восьмая группа (возможно, самая большая) – рассмотреть и 
другие алгоритмы выбора разделяющего элемента.
Девятая группа. Рассмотреть алгоритмы, работающие с не-
сколькими (скажем, ) лучшими разделяющими элементами. 
Это можно делать либо для дополнительного (другими вспо-
могательными алгоритмами) выбора одного из них, либо для 
того, чтобы по возможности применить сразу все эти элемен-
ты – без дополнительных вычислений новых элементов. Пер-
вый случай увеличит время работы одного шага алгоритма26, 
второй – уменьшит, но есть основания полагать, что общее 
время получения оптимального решения (общее время рабо-
ты всего алгоритма) уменьшится.
Подобные дополнительные вспомогательные алгоритмы 
явно рассматривались нами в [23-25] – однако можно сказать, 
что неявно они применялись во всех наших программах и со-
ответствующих публикациях, посвящённых алгоритмам ре-
шения задач дискретной оптимизации.
Десятая группа. Рассмотреть гораздо бóльшие размерности 
– для которых практически невероятно получить за прием-
лемое время оптимальное решение; в этом случае надо иссле-
довать решения псевдооптимальные – каким-либо образом 
(видимо, тоже с помощью специальных эвристик) сравнивать 
их с неизвестным нам оптимальным.
Все эти группы задач можно продолжать описывать и далее. 
Поэтому раздел «Заключение» не заканчиваем – оставляем 
многоточие…
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