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Аннотация
При численном моделировании процесса нарастания льда на поверхности обтекаемого тела 
важную роль играет задача геометрического перестроения поверхностной расчетной сетки со-
гласно интенсивности ледообразования. В данной задаче по интенсивности нарастания льда 
в узлах или ячейках рассматриваемой сетки необходимо вычислить новые положения узлов 
сетки, чтобы получившаяся конфигурация эволюционировавшей расчетной сетки адекватно 
отражала поверхность с образовавшимся на ней ледяным покровом. Одним из критичных тре-
бований к алгоритму перестроения сетки является его надежность, возможность работать с 
произвольными поверхностными сетками, способность работать с сильными изгибами сетки, 
складками и шумами, а также бороться с потенциальными самопересечениями. В данной ста-
тье рассматривается алгоритм перестроения поверхностной сетки, в котором новое положе-
ние узла расчетной сетки определяется как точка пересечения траектории движения узла и 
общей огибающей семейства сфер с центрами в точках роста льда и радиусами, соответствую-
щими интенсивности роста льда. Предложенный алгоритм предназначен для работы с телами 
со сложной геометрией, при его использовании происходит затягивание локальных впадин, а 
также сглаживание острых пиков, что повышает качество итоговой сетки. Основным качеством 
разработанного алгоритма является его надежность, что позволяет ему работать с сетками 
произвольной сложности и с сетками, обладающими геометрическими дефектами.
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Abstract
In the numerical simulation of the process of ice growth on the surface of a streamlined body, an im-
portant role is played by the problem of geometric remeshing of the surface computational mesh ac-
cording to the intensity of ice accretion. In this problem, according to the intensity of ice growth in the 
nodes or cells of the mesh, it is necessary to calculate the new positions of the mesh nodes so that the 
resulting configuration of the evolved computational mesh adequately reflects the surface with the ice 
cover formed on it. One of the critical requirements for the mesh rebuilding algorithm is its reliability, 
the ability to work with arbitrary surface meshes, the ability to work with strong mesh bends, wrinkles 
and noise, and to deal with potential self-intersections. This article considers an algorithm for rebuild-
ing a surface mesh, in which the new position of a computational mesh node is defined as the point of 
intersection of the trajectory of the node and the common envelope of a spheres’ family with centers at 
the points of ice growth and radii corresponding to the intensity of ice growth. The proposed algorithm 
is designed to work with bodies with complex geometry; when using it, local cavities are tightened, as 
well as sharp peaks are smoothed, which improves the quality of the final mesh. The main quality of the 
developed algorithm is its reliability, which allows it to work with meshes of arbitrary complexity and 
with meshes with geometric defects.
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Введение

Численное моделирование процесса обледенения поверхно-
сти является сложной мультифизичной задачей, включающей 
в себя моделирование процессов газовой динамики, теплооб-
мена, течения жидкости, динамики капель в воздушном пото-
ке и других. Исследование процессов ледообразования имеет 
важное практическое значение. В частности, характер и ин-
тенсивность образования льда на поверхности летательного 
аппарата критическим образом влияет на летные характери-
стики летательного аппарата, что напрямую связано с безо-
пасностью полетов [1].
На сегодняшний день среди зарубежного программного обе-
спечения для моделирования процесса ледообразования ли-
дером является программный комплекс ANSYS (включая мо-
дули FENSAP-ICE, DROP3D, ICE3D) [2]. В России также активно 
ведется разработка решений по этому направлению. Можно 
отметить исследования по разработке модуля iceFoam в соста-
ве открытого пакета OpenFOAM [3]. Среди коммерческих про-
дуктов в последние годы активно развивается пакет IceVision 
в составе программного комплекса FlowVision [4, 5], а также 
решение в составе пакета инженерного анализа ЛОГОС1.
Моделирование процесса ледяного покрова осуществляется, как 
правило, на поверхностной расчетной сетке и состоит из двух ос-
новных частей. Первой частью является вычисление интенсив-
ности нарастания льда в отдельных элементах сетки (это может 
быть вычисление массы скопившегося льда в каждой ячейке 
расчетной сетки за единицу времени, либо скорость образова-
ния ледяного покрова в узлах сетки, либо другие аналогичные 
характеристики). Для выполнения вычисления интенсивности 
нарастания льда в элементах расчетной сетки существует мно-
жество моделей ледообразования [6-8], учитывающих разные 
состояния льда, динамику водяной пленки, тепловые потоки и 
другие факторы. Различные модели ледообразования не рассма-
триваются в рамках данной работы. Второй важной составляю-
щей моделирования ледяного нароста является определение 
изменения поверхности тела после нарастания на ней слоя льда. 
Этой задаче и посвящена настоящая статья.

Задача эволюции поверхности в процессе 
ледообразования
Пусть поверхность тела, на которой моделируется процесс ле-
дообразования, представлена неструктурированной поверх-
ностной расчетной сеткой, ячейки которой являются треуголь-
никами. Каждый узел сетки является точкой в пространстве N  
(то есть имеет три координаты). В большинстве моделей ледо-
образования используются конечно-объемные численные ме-
тоды, с помощью которых вычисляется масса ( )f∆Μ , а значит, 
и объем ( )V f  наросшего льда в каждой ячейке f  расчетной 
сетки за некоторое время t∆ . Тогда задачей эволюции поверх-
ностной сетки является определение таких новых положений 
ее узлов N N ′→ , что для каждой ячейки расчетной сетки f  
с инцидентными узлами A , B , C  объем фигуры ABCA B C′ ′ ′  

1 Особенности моделирования обледенения летательных аппаратов в естественных условиях полета / Н. Г. Галанов [и др.] // Супервычисления и 
математическое моделирование. Тезисы XVIII Международной конференции. Саров : ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», 2022. С. 4344. URL: http://book.sarov.ru/prod-
uct/supercomputing-abstracts-18 (дата обращения: 19.05.2023).

соответствует объему наросшего льда ( )V f  [9]. При этом зада-
ча делится на две части: определение направлений смещения 
узлов сетки и определение величин смещения узлов сетки. В 
качестве распространенного упрощения можно принять в каче-
стве начальных направлений смещения узлов среднее значение 
внешних нормалей всех ячеек, инцидентных рассматриваемо-
му узлу [3]. Отметим, что для двумерного аналога рассматри-
ваемой проблемы для задачи определения смещений узлов 
сетки при фиксированных направлениях может быть найдено 
наилучшее решение с помощью метода наименьших квадратов 
(при которой задача сводится к решению системы линейных 
уравнений относительно неизвестных смещений узлов) [10]. В 
трехмерном варианте такой подход не работает, так как метод 
наименьших квадратов приводит к системе нелинейных урав-
нений, решение которой имеет свои особенности.
Наиболее простым и консервативным подходом является вычис-
ление смещения узла как среднего арифметического высот льда 
всех инцидентных данному узлу ячеек (высота льда ячейки рав-
на объему накопленного в ней льда, деленного на площадь этой 
ячейки). Такой метод, очевидно отличается низкой точностью, 
особенно в местах изгибов сетки. Несколько повысить точность 
помогает применение итерационного подхода, когда вместо рас-
чета эволюции сетки за один шаг применяется K  последова-
тельных шагов эволюции, на каждом из которых считается, что 
в ячейке f  накоплено ( )V f K  льда. При таком подходе тра-
ектория смещения узлов сетки становится кусочно-линейной, и 
общая ошибка по объему льда уменьшается [11].
Среди множества работ по эволюции расчетных сеток можно 
выделить направление, базирующееся на фундаментальной 
работе [12], в которой рассматриваются аспекты деформации 
поверхностных расчетных сеток с сохранением объема. Дело в 
том, что в процессе эволюции расчетной сетки некоторые ячей-
ки могут растягиваться, некоторые сжиматься, что негативно 
влияет на дальнейший процесс перестроения сетки. Работа 
[12] предлагает в промежутках между итерациями перестрое-
ния производить специальные процедуры сглаживания сетки, 
в результате которых, с сохранением объема, осуществляется 
смещение некоторых узлов, что предотвращает появление об-
ластей повышенного сгущения и разрежения узлов. Использо-
вание таких сглаживаний получило свое развитие в методах 
деформации со смещением плоскостей ячеек перпендикуляр-
но своим нормалям [13], а также в заметных работах [14, 15], 
в которых авторы используют дополнительные процедуры по 
сглаживаю нормалей ячеек и узлов, перераспределению объе-
мов льда между ячейками и другие эвристические настройки, 
позволяющие повысить качество итоговой сетки, а метод, осве-
щенный в работе [16] позволяет распространить полученные 
результаты на незамкнутые поверхностные сетки. При слиш-
ком сильном сжатии или, наоборот, растяжении отдельных 
ячеек, когда применение сглаживания уже не может скорректи-
ровать сетку в полной мере, можно применять разбиение слиш-
ком крупных ячеек [17] с сохранением локальной кривизны 
поверхности [18] или удаление слишком мелких ячеек путем 
стягивания сетки по слишком коротким ребрам [19].
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Узким местом всех рассмотренных методов эволюции сетки, кро-
ме слишком долгого времени работы методов со сглаживаниями, 
являются проблемы при работе с телами сложной геометрии или 
при наличии дефектов сетки. Во многих случаях наличие слиш-
ком сильных изломов сетки, складок и шумов, а также глубоких 
впадин приводит к аварийному завершению алгоритма или к 
возникновению самопересечений сетки. Решение проблем с са-
мопересечением сетки является необходимой и отдельной зада-
чей, так как избежать самопересечений совсем невозможно при 
наличии глубоких впадин на изначальной сетке. В общем случае 
для устранения самопересечение сетки необходимо выполнить 
три основных действия. Сначала из всего множества треуголь-
ников, из которых состоит сетка, необходимо выбрать попарно 
пересекающиеся, при этом не используя для этого полный пере-
бор всех треугольников [20], затем для каждой пары пересекаю-
щихся треугольников нужно вычислить точки их пересечения и 
выполнить триангуляцию ячеек по этим точкам [21], последним 
действием является удаление образовавшихся внутренних по-
лостей получившейся сетки [22]. В данной статье не будем под-
робно рассматривать удаление самопересечений сетки, остано-
вившись на вопросе устойчивой работы алгоритма. Рассмотрим 
алгоритм определения смещений расчетной сетки, с помощью 
которого удается справиться с мелкими локальными дефектами 
сетки, получив в результате более гладкую поверхность.

Определение смещения узлов расчетной 
сетки во время ледообразования
Рассмотрим геометрическую задачу определения новых поло-
жений узлов расчетной сетки, если для каждого узла N  из-
вестна скорость образования ледяного покрова ( )v N , изме-
ряемая в метрах в секунду. Будем считать, что нарастание льда 
в любой точке роста льда выполняется одновременно во всех 
направлениях аналогично принципу Гюйгенса-Френеля рас-
пространения волн. Таким образом, фронт распространения 
льда от произвольной точки P  через промежуток времени 

t∆  будет иметь форму сферы с центром с точке P  и радиусом 
( )v P t∆ . Далее будем считать, что мы выполняем расчет новых 

положений узлов через некоторый фиксированный момент 
времени t∆ , то есть для каждого узла N  известен радиус 
продвижения фронта ледообразования ( ) ( )R N v N t= ∆ . Так 
как при выполнении численных расчетов фронт продвижения 
льда у нас представлен неструктурированной поверхностной 
расчетной сеткой, ячейки которой имеют форму треуголь-
ников, а радиусы продвижения фронта льда заданы только в 
узлах сетки, необходимо определить радиусы продвижения 
фронта льда для каждой точки внутри ячейки сетки.
Рассмотрим некоторую ячейку расчетной сетки, это треуголь-
ник с вершинами A , B , C  (каждая точка представлена век-
тором в трехмерном пространстве). Все точки треугольника 
ABC  представляют собой геометрическое место точек, опи-

сываемое следующим образом:

( ) ( )( , )

0
0

1

P A B A C A A AB ACβ γ β γ β γ

β
γ
β γ

 = + − + − = + +

 ≥


≥
 + ≤

Далее определим для каждой точки ( , )P β γ  радиус продви-
жения фронта льда как

( ) ( )( ( , )) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R P R R A R B R A R C R Aβ γ β γ β γ= = + − + − , 

и фронт продвижения льда от точки ( , )P β γ  представляет со-
бой сферу ( , ) ( ( , ), ( , ))S S P Rβ γ β γ β γ= . Фронтом продвиже-
ния льда для всей ячейки расчетной сетки является огибаю-
щая множества сфер ( , )S β γ  для всех точек треугольника 
этой расчетной ячейки, что проиллюстрировано на рисунке 1. 
Пример использования принципа общей огибающей семей-
ства сфер для решения геометрических задач можно найти в 
[23], где с помощью данного механизма моделируется опасная 
зона движения летательного аппарата.

Р и с. 1. Общая огибающая множества сфер, центры которых образуют 
треугольник в пространстве

F i g. 1. The common envelope curve of a set of spheres whose centers form a 
triangle in space

Источник: здесь и далее в статье все рисунки составлены автором. 
Source: Hereinafter in this article all figures were drawn up by the author.

При изменении положения узлов расчетной ячейки (точки A , 
B , C ) будем исходить из предположения, что новые положения 

узлов расчетной ячейки (точки 'A , 'B , 'C ) будут находиться на 
общей огибающей множества сфер ( , )S β γ  (пока в данном рас-
чете не учитываем влияние соседних расчетных ячеек). Без огра-
ничения общности можно рассмотреть только одну вершину рас-
четной ячейки (точка A). Пусть траектория движения точки A  
описывается уравнением прямой ( )P A Dα α= +  при 0α ≥   
( D  — вектор направления движения точки, при этом можно счи-
тать 1D = ). Для поиска точек пересечения траектории движе-
ния точки ( )P A Dα α= +  с произвольной сферой ( , )S β γ  
необходимо подставить координаты точки ( )P α  в уравне-
ние сферы ( , ) ( , )P C Rβ γ β γ− = , где ( , )C β γ  — центр 
рассматриваемой сферы. В результате получим уравнение  
( ) ( , ) ( , )A DÑ Rα β γ β γ+ − =A( ) ( , ) ( , )A DÑ Rα β γ β γ+ − = , которое нужно решить от-

носительно неизвестной α  при фиксированных параме-
трах β , γ . Это уравнение является квадратным, оно имеет 
не более двух корней, которые являются функциями с двумя 
параметрами 1,2 1,2 ( , )α α β γ= . Для определения нового по-
ложения точки A  необходимо найти максимальное значение 
вещественного корня такого уравнения для всех допустимых 
значений параметров. При этом точка пересечения траекто-
рии движения точки A  с общей огибающей множества сфер 

( , )S β γ  может находиться на разных участках данной огиба-
ющей, что продемонстрировано на рисунке 2 и связано с усло-
виями, которым удовлетворяют параметры β , γ  (a, b, c — пе-
ресечение со сферой с центром в вершинах треугольника, d, e, 



286 ПАРАЛЛЕЛЬНОЕ И РАСПРЕДЕЛЕННОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ, ГРИД-ТЕХНОЛОГИИ,  
ПРОГРАММИРОВАНИЕ НА ГРАФИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОРАХ А. А. Рыбаков

Том 19, № 2. 2023          ISSN 2411-1473          sitito.cs.msu.ru

Современные 
информационные 
технологии 
и ИТ-образование

f — пересечение со сферой с центром на ребрах треугольника, 
g — пересечение со сферой с центром внутри треугольника).

Р и с. 2. Различные варианты пересечения траектории смещения узла и 
общей огибающей семейства сфер

F i g. 2. Various options for the intersection of the node displacement trajectory 
and the general envelope curve of the assemblage of spheres

Введем обозначения ( )AR R A= , ( ) ( )ABR R B R A= − , 
( ) ( )ACR R C R A= − , тогда требуемое уравнение можно запи-

сать в виде ( ) ( )
2 2

A AB ACD AB AC R R Rα β γ β γ− + = + + , 

или явно как квадратное уравнение относительно неизвест-
ной величины α :

( ) ( )
22 22 2 ( , ) ( , ) 0A AB ACD D AB D AC AB AC R R Rα β γ α β γ β γ− + + + − + + =

( ) ( )
22 22 2 ( , ) ( , ) 0A AB ACD D AB D AC AB AC R R Rα β γ α β γ β γ− + + + − + + = .

Наибольший корень этого квадратного уравнения вычисляет-
ся следующим образом (с учетом условия 1D = ):

( ) ( )
2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) A AB ACD AB D AC D AB D AC AB AC R R Rα β γ β γ β γ β γ β γ= + + + − + + + +

( ) ( )
2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) A AB ACD AB D AC D AB D AC AB AC R R Rα β γ β γ β γ β γ β γ= + + + − + + + + , 

или 

( )

2 2

2 2

2 2

2 22 2 2 2

2

( , )

( , ), ( , )

( , ) , ( , )

2 ( , )( , ) ( , )

2 , 2 ,

AB AC

AB AC

A AB A AC A

k k T

T q q q q q q

k D AB k D AC

q D AB AB R q D AC AC R

q D AB D AC AB AC R R

q R R q R R q R

β γ

βγ β γβ γ

β γ

β γ

βγ

β γ

α β γ β γ

β γ βγ β γ

 = + +

 = + + + + +

 = =


= − + = − +

 = − +

 = = =

Для поиска нового положения точки A  требуется найти мак-
симум выражения ( , )α β γ  при условии соблюдения ограниче-
ний 0β ≥ , 0γ ≥ , 1β γ+ ≤ . Максимум выражения ( , )α β γ  
достигается либо при условии нахождения центра сферы вну-
три треугольника ABC , либо на одной из его сторон.
В случае нахождения центра сферы на стороне AB  треуголь-
ника ABC  выполняется условие 0γ = , и выражение для 
величины α  имеет вид 2

2
0 ( ) k q q qγ β ββ

α β β β β= = + + + . В 
случае нахождения центра сферы на стороне AC  треугольни-
ка ABC  выполняется условие 0β = , и выражение для вели-
чины α  имеет вид 2

2
0 ( ) k q q qβ γ γγ

α γ γ γ γ= = + + + . В случае на-
хождения центра сферы на стороне BC  треугольника  ABC  
выполняется условие 1β γ+ = , и выражение для величины 
α  имеет следующий вид:

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2

1( ) 2k k k q q q q q q q q q qβ γ γ β β βγ βγ β γ ββ γ β β
α γ γ γ γ+ = = − + + + − + − + − + + + +

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2

1( ) 2k k k q q q q q q q q q qβ γ γ β β βγ βγ β γ ββ γ β β
α γ γ γ γ+ = = − + + + − + − + − + + + +

Во всех случаях нахождения центра сферы на одной из 
сторон треугольника задача нахождения максимально-
го значения ( , )α β γ  при заданных ограничениях сводит-
ся к задаче поиска максимального значения функции вида 

2
2( ) x xx

x k x k q x q x qα = + + + +  (с учетом этих ограниче-
ний), что не представляет труда (точкой максимума является 
либо точка локального экстремума, либо точка, находящаяся 
на границе области определения функции).
Отдельно рассмотрим вариант, когда центр искомой сферы 
находится внутри треугольника. В этом случае точка пересе-
чения траектории ( )P A Dα α= +  находится на общей ка-
сательной плоскости к сферам (0,0)S , (1,0)S , (0,1)S  (пло-
скость ' ' 'A B C , см. рис. 3).

Р и с. 3. Случай нахождения пересечения траектории движения точки с 
общей огибающей семейства сфер, если центр сферы лежит внутри 

треугольника
F i g. 3. The case of finding the intersection of the trajectory of a point with the 
general envelope curve of an assemblage of spheres, if the center of the sphere 

lies inside the triangle

Центр искомой сферы находится в точке пересечения пло-
скости ABC  и прямой, проходящей через точку ( )P α  и на-
правленной вдоль нормали к плоскости ' ' 'A B C . Если вектор 
единичной нормали плоскости ' ' 'A B C  обозначить через n , 
то взаимосвязь точек плоскостей ABC  и ' ' 'A B C  можно вы-
разить следующим образом:

'

'

'

A

B

C

A A nR

B B nR

C C nR

= +

= +

= +
Для нахождения вектора n  используем тот факт, что резуль-
тат векторного произведения ' ' ' 'A B A C×  коллинеарен век-
тору n . Данный факт записывается в явном виде:
( ) ( )

( ) ( )
AB AC

AB AC

x y z z y y z z y

y AC z x x z AB z x x z

z x y y x x y y x

AB nR AC nR tn

AB AC R n AC R n AB tn

n n AB n AB n AC n AC
t n R n AB n AB R n AC n AC AB AC

n n AB n AB n AC n AC

+ × + =

× + × − × =

   − − 
     + − − − = ×    

     − −     
Данное соотношение может выполняться при 0t > , либо 

0t < , что соответствует существованию двух общих касатель-
ных плоскостей к трем сферам. Перепишем приведенное соот-
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ношение в виде системы линейных уравнений относительно 
составляющих нормали при произвольном значении параме-
тра t .

AC z AB z AB y AC y x

AB z AC z AC x AB x y

AC y AB y AB x AC x z

t R AB R AC R AC R AB n
R AC R AB t R AB R AC n AB AC
R AB R AC R AC R AB t n

 − −  
  − − = ×  

  − −   

Из данной системы уравнений находятся два возможных на-
правления нормали к общей касательной плоскости для сфер 

(0,0)S , (1,0)S , (0,1)S . Для каждого направления нормали 
находится плоскость ' ' 'A B C  и точка ( )P A Dα α= + на 
ней (и сам искомый параметр α ). Данную точку можно учи-
тывать в общем наборе решений только в том случае, если ей 
соответствует сфера ( , )S β γ , параметры которой удовлетво-
ряют условиям 0β ≥ , 0γ ≥ , 1β γ+ ≤ . Параметры β  и γ  
можно определить путем поиска точки пересечения прямой 

( )P xnα − , x∈  и плоскости ABC .
Таким образом, найдя решения всех потенциально возможных 
частных случаев, представленных на рисунке 2, находим мно-
жество решений α , из которых для определения актуального 
нового положения точки 'A  необходимо выбрать максималь-
ное. На этом определение смещения узлов расчетной сетки 
завершено.
Изложенный выше алгоритм касается определения смещения 
узла с учетом только одной инцидентной ячейки. При рассмо-
трении отдельного узла расчетной сетки требуется вычислить 
смещение данного узла относительно каждой инцидентной 
ячейки и выбрать среди этих смещений максимальное (см. 
рис. 4). На рисунке 4 представлена двумерная иллюстрация 
действия алгоритма на примере затягивания небольшой впа-
дины. Видно, что результирующая поверхность получилась 
более гладкой, хоть некоторые ячейки и стянулись в более 
мелкие. Для повышения качества сетки можно выполнить уда-
ление слишком мелких ячеек.

Р и с. 4. Схема стягивания впадины после одного шага алгоритма 
перестроения поверхности с использованием общей огибающей семейства 

сфер
F i g. 4. Scheme of depression contraction after one step of the surface 

reconstruction algorithm using the general envelope curve of an assemblage of 
spheres

Другим интересным случаям является результат работы алго-
ритма на участках сетки с острыми выпуклыми пиками (рис. 
5). Из данного рисунка видно, что в результате работы алго-
ритма острый угол сглаживается, и при продолжении наращи-

2 Rybakov A. Remesh [Электронный ресурс] // GitHub, Inc., 2023. URL: https://github.com/r-aax/remesh (дата обращения: 19.05.2023).

вания льда в несколько итераций сглаживание продолжится 
(рис. 5, слева). Следует отметить, что на таких острых пиках 
несколько снижена точность по объему льда. Данную точ-
ность можно повысить путем добавления новых узлов расчет-
ной сетки и корректировки направлений смещения получив-
шихся вершин (рис. 5, справа), однако в текущей реализации 
данный механизм не реализован.

 

Р и с. 5. Сглаживание острых выпуклых пиков поверхности в результате 
работы алгоритма

F i g. 5. Smoothing of sharp convex surface peaks as a result of the algorithm

Результаты

Описанный в работе алгоритм реализован в программном коде 
на языке Python в рамках открытого репозитория2. Тестирова-
ние работы алгоритма выполнялось на модельных поверхно-
стях, взятых из открытых источников, в частности на моделях 
из The Stanford 3D Scanning Repository. Текущая реализация пока 
не включает в себя функционал по устранению самопересече-
ний итоговой расчетной сетки, однако алгоритм устранения 
самопересечений для данного вида сеток проработан, и его 
описание доступно в [24]. В результате реализации описанно-
го в работе алгоритма удалось получить программный модуль, 
способный обрабатывать поверхностные расчетные сетки про-
извольной сложности и содержащие дефекты. Также данный 
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алгоритм не содержит итерационных процедур сглаживания, 
что позволяет ему работать существенно быстрее, например, 
алгоритма из [15]. Скорость работы данного алгоритма крайне 
существенна, использование быстрого алгоритма позволило 
полностью отказаться от распараллеливания его на несколько 
вычислительных узлов суперкомпьютера и использовать для 

его реализации язык программирования Python. При этом та-
кое упрощение не повлияло на эффективность масштабирова-
ния всей задачи моделирования процесса ледообразования при 
выполнении вычислений на суперкомпьютере [25].
ункеая

Р и с. 6. Демонстрация сглаживания мелких впадин на модельной поверхности
F i g. 6. Demonstration of smoothing small depressions on a model surface

Заключение

В рамках проведенного исследования был разработан но-
вый алгоритм перестроения неструктурированной поверх-
ностной расчетной сетки, применяемый в задаче численно-
го моделирования процесса ледообразования на поверхно-
сти обтекаемого тела. Причиной разработки нового алго-
ритма стала невозможность использования существующих 
алгоритмов для поверхностей со сложной геометрией и 
поверхностей, обладающих дефектами (впадины, складки 
и шум, острые края). При моделировании нарастания льда 
крайне важно обеспечить бесперебойную работу програм-
мы при перестроении поверхности. Разработанный алго-

ритм полностью справляется с поставленной задачей, он 
свободен от случаев аварийного завершения при работе с 
проблемными поверхностями, более того, в результате ра-
боты алгоритма происходит затягивание мелких впадин на 
поверхности и сглаживание острых выпуклых пиков. К тому 
же разработанный алгоритм свободен от итерационных 
процессов сглаживания, что существенно влияет на ско-
рость его работы даже при обработке крупных расчетных 
сеток. В текущей версии реализации отсутствует функцио-
нал по удалению самопересечения итоговой сетки, поэтому 
для предотвращения самопересечений следует применять 
алгоритм с небольшими шагами по времени и со стягивани-
ем коротких ребер.
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