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Аннотация
Физически информированные нейронные сети (PINNs) сегодня широко применяются для ре-
шения дифференциальных задач и моделирования физических процессов, описываемых диф-
ференциальными уравнениями. В работе исследуется вопрос подбора архитектуры PINN с 
помощью эволюционных алгоритмов. Задача выбора подходящих значений гиперпараметров 
ставится давно и до сих пор не имеет единого подхода. В статье предлагается генетический 
алгоритм наращивания размера скрытого слоя нейронной сети для приближенного решения 
уравнения Лапласа в квадратной области в двух постановках. Рассмотрены различные вари-
ации эволюционной схемы. Обсуждаются преимущества и недостатки параметров этих ва-
риаций. Результаты сравниваются в том числе с полученными ранее. Введена оригинальная 
процедура мутации, основанная на построении фронта Парето для различных значений гипер-
параметра в функции потерь.
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Abstract
Physics-informed neural networks (PINNs) are widely used today for solving differential problems 
and modelling physical processes described by differential equations. The paper explores the issue of 
PINN architecture design using evolutionary algorithms. The task of selecting suitable hyperparameter 
values has been set for a long time and still does not have a single approach. The article proposes 
a genetic algorithm for growing the size of the hidden layer of a neural network for an approximate 
solution of the Laplace equation in a square domain in two statements. Different variations of the 
evolutionary scheme are considered. The advantages and disadvantages of the parameters of these 
variations are discussed. The results are compared, among other things, with those obtained earlier. An 
original mutation procedure based on the construction of the Pareto front for various hyperparameter 
values in the loss function is introduced.
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Введение

Нейронные сети широко применяются при моделировании 
физических процессов и объектов. С появлением статьи [1] 
большая популярность пришла к физически информирован-
ным нейронным сетям (PINNs), аналог которых авторы дан-
ной статьи развивают с 2009 года [2, 3]. PINNs обучаются с 
помощью специальной функции потерь, содержащей слагае-
мые, соответствующие дифференциальным уравнениям, гра-
ничным условиям и другим данным, содержащимся в условии 
решаемой задачи. При этом выбор гиперпараметров нейро-
сетевых моделей, отражающих архитектуру нейронной сети 
(глубины и ширины — числа слоев и количества нейронов в 
них) или параметров обучения, наряду с выбором конкрет-
ных функций активации, базисных функций часто остается 
на усмотрение исследователя. С вопросом о размере скрытых 
слоев связано известное «проклятие размерности»1. Решая 
задачу аппроксимации функций с учетом универсальной те-
оремы об аппроксимации, каждый специалист по нейронным 
сетям сталкивается с избыточностью ее требований на прак-
тике. Как же решается вопрос выбора числа нейронов в слоях 
PINN на сегодняшний день?
В работе [4] авторы проводят анализ чувствительности не 
только таких гиперпараметров, как ширина и глубина ней-
ронной сети, но и числа эпох обучения и веса одного из сла-
гаемых соответствующей функции потерь, используемой для 
обучения сети. На основе значения ошибки предсказываемой 
величины выбирается наилучшая конфигурация модели. Ана-
логичный подход используют авторы статьи [5]. Приведенные 
результаты показывают, что число нейронов в слое может 
быть как слишком мало, так и велико. Подобные результаты 
получены и в [6]. В числе недостатков подобных методов — 
выбор конкретных значений гиперпараметров для сравнения 
все равно остается на усмотрение исследователя.
В [7] предлагается подход, в котором гиперпараметры PINN под-
бираются автоматически на основе анализа двумерных сопря-
женных вариаций параметров и их ошибок для различных задач.
В данной статье всюду рассматриваются PINNs с одним скры-
тым слоем, которые, согласно [8], обладают достаточной спо-
собностью к аппроксимации функций.
Работа, с одной стороны, продолжает исследование вопроса 
построения фронта Парето при изменении весового множи-
теля в функции потерь и выбора решения с этого фронта, с 
другой — начинает серию статей об эволюционных алгорит-
мах подбора оптимальной архитектуры нейронной сети. В 
качестве задачи выбрано классическое уравнение Лапласа в 
квадратной области с двумя постановками [9]: некорректная 
краевая задача и задача без краевых условий, но с известными 
измерениями. Исследуются результаты применения генетиче-
ских в широком смысле алгоритмов формирования архитекту-
ры сети и ее обучения для решения поставленных задач.

1 Хайкин С. Нейронные сети : полный курс / пер. с англ. 2-е изд. М. : Издательский дом «Вильямс», 2006. 1104 с.

Постановка задачи

Рассматривается уравнение Лапласа
[ ]2, 0,  ),( 0,1( )u x y x y∆ = ∈  (1)

с дополнительными гетерогенными данными в виде разрыв-
ных граничных условий Дирихле

( ) ( ) ( ) ( ),  0 0, 0,  ,  1 1, 1,u x u y u x u y= = = =  [ ], 0,1x y∈         (2a)

или в виде псевдоизмерений внутри квадрата

[ ]2, ,  , 0,1 ,   1, .( ) ( ) ,l l l l lu x y z x y l M= ∈ = …                           (2b)

Для каждой из постановок задачи (1) + (2a) и (1) + (2b) требу-
ется построить физически-информированное нейросетевое 
приближенное решение [9, 10]
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с подбором архитектуры в смысле числа n нейронов скрытого 
слоя с помощью эволюционного алгоритма. Здесь ( )2, , iv x y a  
— базисная функция. Вектор параметров a  настраивается 
в ходе обучения PINN, которое подразумевает оптимизацию 
функции потерь (функционала ошибки) J, слагаемые которой 
соответствуют квадратичным ошибкам удовлетворения при-
ближенного решения условиям (1)
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или данным измерений (2b)
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Методы

В данной работе мы рассматриваем эволюционные алгорит-
мы наращивания размера сети, включающие в себя схемы 
мутации, скрещивания и отбора особей по заданным крите-
риям. В качестве одного из факторов размножения в наших 
эволюционных алгоритмах выступает вариация штрафного 
множителя в функции потерь, отражающей многокритериаль-
ный характер решаемой задачи оптимизации. Для разных зна-
чений множителя строится отдельное решение, в результате 
чего возникает аналог фронта Парето множества решений, в 
конце с помощью выбранного критерия происходит селекция 
лучшего экземпляра. Исследования в этом направлении были 
начаты нами в работе [9]. Эволюционные алгоритмы вполне 
успешно используются для подобных задач [11]. Рисунок 1 ил-
люстрирует эволюционную интерпретацию данной процеду-
ры, которую мы условимся называть Мутацией Парето.
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Р и с. 1. Мутация Парето. Схема эволюционной интерпретации построения 
аналога фронта Парето решений задачи и отбора итогового решения на 

фронте согласно некоторому внешнему критерию
F i g. 1. Pareto Mutation. Scheme of the evolutionary interpretation of construct-

ing an analogue of the Pareto Front for solutions to the problem and selecting the 
final solution at the front according to some external criterion

Источник: здесь и далее в статье все рисунки и таблицы составлены авторами.
Source: Hereinafter in the article, all tables and figures are compiled by the authors.

Важность изменения значения веса (штрафного множителя) у 
слагаемых функции потерь (функционала ошибки) подчерки-
вается в статье [12], где основное внимание уделено постро-
ению адаптивной функции потерь на основе вероятностного 
подхода. В уже упомянутой работе [4] также рассматривалась 
возможность подбора лучшего значения данного множителя, 
но авторы фиксировали его значение при дальнейшем обуче-
нии PINN.
В качестве внешнего критерия отбора решения с аналога 
фронта Парето предлагаются рассмотренные в работе [9] 
среднеквадратичные ошибки удовлетворения граничному 
условию для задачи (1) + (2a) и данным измерений контроль-
ного множества, не участвовавшего в обучении (мутации), для 
задачи (1) + (2b). В той же работе хорошо показал себя специ-
альный критерий вида

2

2

,
max max

J J
J J

∆

∆

+
 (5)

где J∆  — среднеквадратичная ошибка удовлетворения рас-
сматриваемого решения уравнению Лапласа, 2J  — одна из 
упомянутых выше среднеквадратичных ошибок MJ  или DJ , 
соответствующих рассматриваемой задаче. Таким образом ре-
ализуется эволюционный принцип выживания наиболее при-
способленных особей из популяции.

Под скрещиванием будем понимать добавление к исходной 
PINN дополнительного нейрона. Полученная новая сеть снова 
подвергается мутации, изображенной на рисунке 1. Отметим, 
что в обучении может участвовать как вся сеть, так и отдель-
ные нейроны, например только добавляемый. В последнем 
случаем мы говорим об эволюционном алгоритме со страте-
гией элитизма [13].
На рисунке 2 изображена общая схема эволюционного алго-
ритма формирования сети. Для краткости опущены точки 
проверки критериев остановки работы алгоритма, связанные 
как с количеством циклов скрещивания текущего поколения 
решений с новым индивидуумом первого поколения (попы-
ток добавить нейрон в сеть), так и со значением слагаемых 
функции потерь. Говоря о «решении об обновлении поколе-
ния» индивидуумов, мы не уточняем, применяется ли стра-
тегия элитизма, на общую схемы такие различия не влияют. 
Точки принятия решений на основе критериев обозначены 
как критерии I–V. Конкретный критерий, применяемый в точ-
ке, определяется в ходе постановки эксперимента. Таблица 1 
содержит подробную расшифровку блоков алгоритма с пояс-
нениями и вариациями для различных возможных постановок 
эксперимента.

Р и с. 2. Общая схема эволюционного алгоритма формирования сети без 
критерия остановки

F i g. 2. General scheme of an evolutionary algorithm for network formation 
without a stopping criterion
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Т а б л и ц а 1. Общая схема эволюционного алгоритма формирования сети без критерия остановки. 
Расшифровка блоков с пояснениями и вариациями для различных возможных постановок эксперимента

T a b l e. 1. General scheme of an evolutionary algorithm for network formation without a stopping criterion. 
Decoding of blocks with explanations and variations for various possible experimental setups

Блок общей схемы Расшифровка Возможные вариации
Исходный индивидуум Инициализация n1 исходных 

сетей с n нейронами 
скрытого слоя

Отбор наилучших особей 
согласно критерию

Метод 
инициализации,
параметры n1, n

Критерий I 
отбора 

Мутация Парето 
(см. рис. 1)

Независимое обучение P 
копий сети, попавшей под 
мутацию, с различными 
значениями гиперпараметра 
δ в функции потерь 

DJ J Jδ∆= +  или 

DJ J Jδ∆= +

Отбор наилучшей особи 
согласно критерию

Параметр P, 
правило форми-
рования когорты 
гиперпараметров
δ1, …, δP,
алгоритм обучения 
сети

Критерий II 
отбора

Инициализация новых 
индивидуумов

Инициализация n2 новых 
нейронов

Опционально: 
вычисление 
оптимального внешнего 
параметра-множителя 
относительно текущей 
версии исходного 
индивидуума 

Метод 
инициализации,
параметр n2

Опционально:
Критерий 
оптимальности 
внешнего 
параметра 

Оценка и отбор Отбор наилучшей особи-кандидата на скрещивание 
согласно критерию

Критерий III отбора 

Скрещивание Формирование нового индивидуума на основе 
исходного и наилучшей особи-кандидата

Метод создания нового индивидуума

Мутация Парето после 
скрещивания (см. рис. 1)

Независимое обучение P 
копий сети, попавшей под 
мутацию, с различными 
значениями гиперпараметра 
δ в функции потерь 

DJ J Jδ∆= +  или 

DJ J Jδ∆= +

Отбор наилучшей особи 
согласно критерию

Параметр P, 
правило форми-
рования когорты 
гиперпараметров
δ1, …, δP

Критерий IV 
отбора 

Решение об обновлении 
поколения

Обновление текущего исходного индивидуума Критерий V 
обновления 

Опционально: 
использование 
стратегии 
элитизма

2 Тархов Д. А. Нейронные сети: модели и алгоритмы. М. : Радиотехника, 2005. 256 с.

Результаты вычислительных экспериментов и их обсуждение
Нами была проведена серия вычислительных экспериментов, 
попадающих под общую схему, изображенную на рисунке 2, с 
пояснениями в таблице 1. Часть вариаций и некоторые пара-
метры обучения сети были зафиксированы для всех экспери-
ментов, а именно:
1. Случайная инициализация весов исходных и новых инди-

видуумов (нейронный сетей);
2. Исходная сеть с n = 1 числом нейронов скрытого слоя;
3. Число копий в Мутации Парето P = 25;
4. Правило формирования когорты гиперпараметров δ1, …, 

δP в Мутации Парето:

1,i iδ δ=  начальное значение вычисляется при инициализа-
ции n1 исходных индивидуумов 

как 
1

1

1
1 n

M
n

J

JP
δ

∆

=
∑
∑

 или 
1

1

1
1 n

D
n

J

JP
δ

∆

=
∑
∑

 в начале экспери-

мента или наследуется вместе с обновлением исходного теку-
щего индивидуума как 

1
1
P

δ δ= , где δ соответствует значе-

нию гиперпараметра для копии, отобранной в результате 
предыдущей Мутации Парето;
5. Фиксированные параметры M = 50, m = 50, m1 + m2 =20 , m3 = 

25 и точки псевдоизмерений  ( ), ,  1, ,l l lu x y z l M= = … ;
6. Параметры алгоритма обучения сети в Мутации Парето:
•	 Обучение PINN производится минимизацией функциона-

ла ошибки J с помощью алгоритма RProp2 [14, 15];
•	 полная перегенерация тестовых точек для слагаемых 

функции потерь J∆  и DJ  происходит через каждые 5 ша-
гов алгоритма;

•	 число эпох обучения исходной сети до скрещивания K2 
= 800; число эпох обучения сети после скрещивания K5 = 
400 (для стратегии элитизма K5 = 100 эпох обучения но-
вого нейрона);
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7. Вычисление оптимального параметра для новых нейро-
нов методом наименьших квадратов по данным измере-
ний, используемым в обучении, или граничным условиям 
в зависимости от рассматриваемой задачи;

8. Скрещивание. Суммирование исходной сети и нового ин-
дивидуума с оптимальным параметром как метод форми-
рования нового индивидуума-кандидата;

9. В качестве критерия остановки в каждом эксперименте 
фиксировалось число попыток добавить нейрон, то есть 
число циклов инициализации новых индивидуумов для 
последующего скрещивания с текущим поколением.

Часть результатов экспериментов с пояснениями постановок 
приведена в таблице 2.
Первая серия экспериментов для обеих задач (1) + (2a) и (1) + 
(2b) не использует стратегию элитизма, в связи с чем процесс 
обучения не является стабильным. При этом можно ввести 
критерий остановки и повторного запуска алгоритма (рестар-
та), в результате чего формируется достаточно точное реше-
ние задачи.
Напомним [9], что аналитическое решение задачи (1) + (2a) с 
помощью метода Фурье подвержено эффекту Гиббса и осцил-
лирует на границе области, чего не наблюдается у нейросе-
тевых решений. Результат эксперимента № 1 с применением 
эволюционного сравним с полученным в работе [9], при этом 

число нейронов итогового решения уменьшилось. 
Рассмотрим задачу (1) + (2b) с измерениями. Будем каждый 
раз инициализировать n1 = 100 особей PINN с одним нейро-
ном. Количество циклов алгоритма (попыток добавить ней-
рон к нейросетевому приближенному решению) K4 равно 20. 
Так как число измерений ограничено, а половина этих данных 
используется для обучения всей сети, полученной в резуль-
тате скрещивания, в качестве критериев отбора I–IV логично 
использовать ошибку удовлетворения рассматриваемого ин-
дивидуума контрольной группе измерений. Одним из преиму-
ществ такого критерия является абсолютность его величины, 
не зависящая от характеристик текущей популяции, ее копий 
и мутаций. С другой стороны, ни на каком из этапов не учиты-
вается удовлетворение уравнению Лапласа, что сказывается 
на итоговом результате, представленном в таблице 2 для экс-
периментов №№ 3, 4.
Во второй серии экспериментов в эволюционном алгоритме 
построения PINN используется стратегия элитизма. Это озна-
чает, что во время мутации происходит обучение только ново-
го нейрона и в случае неудачи согласно критерию V. Как видно 
из таблицы 2, итоговое число нейронов может значительно 
различаться от запуска к запуску. Это объясняется известным 
недостатком стратегий элитизма, когда решение застревает в 
локальном минимуме [16-28].

Т а б л и ц а 2. MRSE оценки работы алгоритмов согласно экспериментам
T a b l e. 2. MRSE evaluation of algorithm performance according to experiments

Задача №
Эсперим.

Итоговое 
число 

нейронов
Параметры алгоритма

Удовл. 
уравнению 

Лапласа

Удовл. ус-
ловиям (2a) 

или (2b) 
соотв.

Соотв. 
аналит. 

решению

(1) + (2a) 1 8 n1 = 100;
K4 = 20 (число попыток добавить нейрон);
Мутация всех индивидуумов;
Критерии I, V: граничные условия;
Критерии II–IV: специальный (5)

0.684 0.1 0.056

(1) + (2b) 3 11 n1 = 100;
K4 = 20 (число попыток добавить нейрон);
Мутация всех индивидуумов;
Критерии отбора I–IV:
соответствие контрольной группе 
измерений

2.412 0.015 0.010

4 8 1.679 0.053 0.030

(1) + (2a) 9 2 n1 = 1;
K4 = 20 (число попыток добавить нейрон);
Мутация только нового индивидуума в 
попытке скрещивания;
Критерии III: граничные условия;
Критерии II, IV: специальный (5)

0.019 0.255 0.105

16 11 2.378 0.136 0.061

(1) + (2b) 11 2 n1 = 1;
K4 = 20 (число попыток добавить нейрон);
Мутация только нового индивидуума в 
попытке скрещивания;
Критерии II–IV: специальный (5)

0.112 0.350 0.274
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Заключение

В данной статье начато исследование эволюционных алго-
ритмов подбора архитектуры и построения PINN-решений 
с одним скрытым слоем для разрывной краевой задачи Ди-
рихле и задачи с данными измерений для уравнения Лапласа 
в квадратной области. В ходе численных экспериментов уда-
лось достичь результата, полученного ранее перебором числа 
нейронов скрытого слоя. Отмечены особенности разных стра-

тегий при мутации индивидуумов в ходе реализации алгорит-
ма. Введена оригинальная процедура мутации, основанная на 
построении фронта Парето для различных значений гиперпа-
раметра в функции потерь. Автоматический подбор архитек-
туры PINN для приближенного решения дифференциальных 
задач и моделирования физических процессов является мно-
гообещающим и является частью актуальной задачи подбора 
гиперпараметров при построении физически информирован-
ных нейросетевых моделей.
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