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В	статье	рассматриваются	вопросы	применения	современных	программных	средств	
автоматического	 дифференцирования	 в	 Python.	 Кратко	 приводятся	 основные	
характеристики	 некоторых	 инструментов	 и	 оценивается	 возможность	 их	
использования	 для	 решения	 задач	 большой	 размерности	 на	 примере	 проблемы	
нахождения	оптимальной	геометрической	структуры	кластера	атомов.	Оценивается	
время	нахождения	градиента	целевой	функции.	
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ABSTRACT 

The	article	discusses	several	tools	for	automatic	differentiation	in	Python	and	its	applicability	to	
the	task	of	finding	an	optimal	geometric	structure	for	a	cluster	with	identical	atoms.	Such	main	
characteristic	of	the	tools	as	performance	is	assessed	by	measuring	the	time	spent	on	calculation	
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Введение 

Для численного решения многих задач оптимизации [1] необходимо получать значения 
производных, что в настоящее время может быть сделано с использованием библиотек 
автоматического дифференцирования [2]. Они доступны для большинства языков 
программирования, используемых на практике в настоящее время, в частности, такие средства 
созданы для такого языка как Python, которыи̮ получил широкое распространение в научнои̮ среде 
[3][4][5][6]. Стоит отметить, что принципы, лежащие в основе методики автоматического 
дифференцирования [1,7,8], не относятся ни к численному, ни к символьному дифференцированию 
[9], а включают в себя набор приемов, которые приводят к вычислению производнои̮ с 
предопределеннои̮ точностью. 

Выделяют два способа построения программ автоматического дифференцирования: с 
использованием перегрузки операторов и с применением методики преобразования исходного 
кода. Перегрузка операторов – это техника, которая предполагает переопределение таких 
элементарных операции̮ как суммирование, умножение и деление для того, чтобы построить 
процедуру изменения градиента функции в соответствии с правилами дифференцирования. 
Второи̮ подход – преобразование исходного кода – предполагает автоматическое переписывание 
части программы так, чтобы выполнить вычисление градиента для указанного участка. Несмотря 
на то, что реализация второго подхода сложнее, c его помощью возможно получение программ 
автоматического дифференцирования, производительность которых выше, чем при применении 
первого [10,11]. 

В настоящее время, многие исследователи используют Python для проведения научных 
расчетов, используя при этом множество свободно распространяемых библиотек. Некоторые из них 
могут быть использованы для осуществления автоматического дифференцирования программ, 
написанных с использованием конструкции̮ этого языка. К таковым можно отнести следующие 
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библиотеки: PyADOL-C [12], PyCppAD [13], CasADi [14], Computation Graph Toolkit (CGT) [15], Theano 
[16,17] и AD [18]. Эти инструменты могут быть использованы как для вычисления первых, так и 
вторых производных, используя при этом перегрузку операторов (PyADOL-C, PyCppAD, Computation 
Graph Toolkit (CGT), Theano и AD) или преобразование исходного кода (CasADi) в качестве подхода к 
реализации методологии автоматического дифференцирования. Далее в статье будут рассмотрены 
все приведенные инструменты с целью оценки их производительности с точки зрения времени 
вычисления градиента рассматриваемои̮ целевои̮ функции. 

Автоматическое дифференцирование в Python 

Перед непосредственным использованием указанных инструментов, все они должны быть 
установлены надлежащим образом. В случае с Theano и AD, для этих целеи̮ может быть использован 
менеджер пакетов pip. Такие инструменты как PyCppAD, CasADi или CGT должны быть установлены 
вручную, используя информацию с саи̮тов разработчиков. Установка PyADOL-C может быть 
осуществлена с использованием, например, Homebrew в MacOS. 

Для рассказа о возможностях того или иного инструмента автоматического 
дифференцирования необходимо поставить задачу нахождения производнои̮ функции. Для этои̮ 
цели была выбрана задача поиска геометрическои̮ структуры кластера атомов с минимальнои̮ 
энергиеи̮ их взаимодеи̮ствия. Энергия взаимодеи̮ствия двух частиц задается парным потенциалом 
 которыи̮ определяет зависимость энергии взаимодеи̮ствия от расстояния между частицами ,(ݎ)ݒ
[24,25]: 

(࢞)ܧ =  ݒ ቀߩ൫ݔ − ൯ቁݔ
ழ

, (1) 

где ߩ(⋅) – это расстояние между частицами ݔ  и ݔ  вектор размера 3ܰ, определяющии̮ положение – ࢞ ,
ܰ атомов, входящих в кластер. 

Требуется наи̮ти производную этои̮ функции, учитывая, что парныи̮ потенциал задан 
следующим образом (потенциал Леннарда-Джонса): 

(ݎ)ݒ = ଵଶିݎ −  . (2)ିݎ2
PyADOL-C	
Библиотека ADOL-C [19], с помощью которои̮ можно осуществлять автоматическои̮ 

дифференцирование программ, написанных на С++, реализована на основе перегрузки операторов. 
Весь функционал библиотеки может быть перенесен в Python с использованием программнои̮ 
оболочки PyADOL-C. Она использует тот же подход к написанию функции̮, которые должны быть 
продифференцированы, что и ADOL-C. Функции trace_on и trace_off используются для выделения 
участков кода, которые требуют дифференцирования. Для объявления так называемых активных 
переменных используется функция adouble, для определения переменных дифференцирования 
служат функции independent и dependent. Результат может быть получен с использованием функции 
gradient	(см. рис. 1). 

D = 3 
def Adolc_vLJ(x): 
  N = len(x)/D 
  vLJ = 0 
  for j in range(1,N): 
    for i in range(j): 
      rho = ((x[i*D:i*D+D] - x[j*D:j*D+D])**2).sum() 
      vLJ += rho**(-6.0)-2*(rho**(-3.0)) 
  return vLJ 
adolc.trace_on(0) 
ad_x = adolc.adouble(np.zeros(np.shape(x),dtype=float)) 
adolc.independent(ad_x) 
ad_y = Adolc_vLJ(ad_x) 
adolc.dependent(ad_y) 
adolc.trace_off() 
g = adolc.gradient(0, x) 

Рис.1.	Программная	реализация	вычисления	градиента	g	функции	(1)	для	вектора	x	с	использованием	
библиотеки	PyADOL-C	

PyCppAD	
Библиотека PyCppAD [13] – это еще одна оболочка для С++ библиотеки, которая называется 

CppAD [20]. Для реализации функционала библиотеки в Python разработчиками был использован 
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тот же подход, что и при реализации PyADOL-C: они использовали Boost.Python [21], чтобы 
осуществить переход от C++ реализации. Библиотека PyCppAD использует функцию independent, 
чтобы определить переменные дифференцирования и функцию adfun, чтобы выделить 
интересующии̮ участок кода. Результат может быть получен с использованием функции jacobian 
(см. рис. 2). 

D = 3 
ix = np.zeros(np.shape(x),dtype=float) 
ad_x = independent(ix) 
vLJt = 0 
for j in range(1,N): 
  for i in range(j): 
    rho = ((ad_x[i*D:i*D+D] - ad_x[j*D:j*D+D])**2).sum() 
    vLJt += rho**(-6.0)-2*(rho**(-3.0))  
f = adfun(ad_x, np.array([vLJt])) 
g = f.jacobian(x) 

Рис.2.	Программная	реализация	вычисления	градиента	g	функции	(1)	для	вектора	x	с	использованием	
библиотеки	CppAD	

CasADi	
Помимо библиотек, ориентированных только на решение задачи дифференцирования, 

существуют инструменты, которые призваны решать некоторые практические задачи 
оптимизации, основываясь на методике автоматического дифференцирования. К таким 
инструментам можно отнести библиотеку автоматического дифференцирования и численнои̮ 
оптимизации CasADi [14]. В неи̮ используется подход на основе преобразования исходного кода. Как 
и все инструменты, приведенные выше, CasADi использует эффективность языка C++ для 
реализации всех процедур автоматического дифференцирования. Чтобы использовать этот 
функционал в Python, разработчики CasADi используют SWIG [23] вместо Boost.Python, как это было 
сделано для ADOL-C и CppAD. 

Для реализации автоматического дифференцирования в Python, необходимо определить 
активные переменные путем использования двух возможных подходов: с использованием SX или 
MX объектов. На рис. 3 приводится реализация с использованием первого из приведенных 
объектов. 

D = 3 
N = len(x) 
xc = SX.sym('xc',1,x.size) 
vLJ = 0.0 
for j in range(1,N): 
   for i in range(j): 
     rho = 0.0 
     for d in range(D): 
       rho += (xc[i*D+d] - xc[j*D+d])**2 
    vLJ += rho**(-6.0)-2*(rho**(-3.0)) 
F = Function('F',[xc],[vLJ]) 
J = F.jacobian() 
g = J.call(x) 

Рис.3.	Программная	реализация	вычисления	градиента	g	функции	(1)	для	вектора	x	с	использованием	
библиотеки	CasADi	

Theano	
Библиотека Theano [16,17], широко используемая в области машинного обучения, может 

быть применена для решения задач автоматического дифференцирования. Для работы с данными 
используется Numpy, а также имеется возможность применения GPU для вычислении̮, 
использующих большои̮ объем данных. Theano использует специальные макросы из модуля 
theano.tensor, чтобы выполнять дифференцирование. Для получения первои̮ производнои̮ функции 
необходимо использовать макрос grad из указанного модуля (см. рис. 4). 

D = 3 
N = len(x) 
xt = T.dvector('xt') 
vLJt = theano.shared(0.0, name='vLJt') 
for j in range(1,N): 
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  for i in range(j): 
    rho = ((xt[i*D:i*D+D] - xt[j*D:j*D+D])**2).sum() 
    vLJt += rho**(-6.0)-2*(rho**(-3.0)) 
J = theano.function([xt], T.grad(vLJt, xt)) 
g = J(x) 

Рис.4.	Программная	реализация	вычисления	градиента	g	функции	(1)	для	вектора	x	с	использованием	
библиотеки	Theano	

Computation	Graph	Toolkit	
Разработчики этои̮ библиотеки переписали функционал Theano с целью повышения 

вычислительнои̮ эффективности автоматического дифференцирования. В настоящии̮ момент 
библиотека CGT [15] находится на стадии разработки, однако уже сеи̮час можно судить о ее 
возможностях. На рис. 5 приводится код, которыи̮ используется для вычисления градиента функции 
(1). Как видно из этого рисунка, отличия в реализации заключаются в использовании типа данных 
без указания точности вычислении̮ (vector вместо dvector), которая определяется с использованием 
функции set_precision(.), что избавляет от использования нескольких типов данных. 

D = 3 
N = len(x) 
xt = cgt.vector('xt') 
vLJt = 0 
for j in range(1,N): 
  for i in range(j): 
    rho = ((xt[i*D:i*D+D] - xt[j*D:j*D+D])**2).sum() 
    vLJt += rho**(-6.0)-2*(rho**(-3.0)) 
J = cgt.function([xt], cgt.grad(vLJt, xt)) 
g = J(x) 

Рис.5.	Программная	реализация	вычисления	градиента	g	функции	(1)	для	вектора	x	с	использованием	
библиотеки	CGT	

AD 
Отличительнои̮ особенностью библиотеки AD [18] является возможность использования 

однои̮ единственнои̮ функции gh для вычисления производнои̮, написаннои̮ на Python. Рис. 6 
демонстрирует использование такого подхода к вычислению производнои̮ функции (1). 

def AD_vLJ(x): 
  N = len(x)/D 
  vLJ = 0.0 
  for j in range(1,N): 
    for i in range(j): 
      rho = ((x[i*D:i*D+D] - x[j*D:j*D+D])**2).sum() 
      vLJ += rho**(-6.0)-2*(rho**(-3.0)) 
  return vLJ 
J = gh(AD_vLJ)[0] 
g = J(x) 

Рис.6.	Программная	реализация	вычисления	градиента	g	функции	(1)	для	вектора	x	с	использованием	
библиотеки	AD	

Экспериментальные данные 

Учитывая, что вычисление производнои̮ может быть основнои̮ процедурои̮ для некоторых 
приложении̮, важно использовать инструменты, показывающие высокую скорость получения 
производных. Для этои̮ цели в работе была проведена оценка времени вычисления производнои̮ 
для каждого из представленных инструментов. Все эксперименты проводились на компьютере, 
имеющем процессор Intel Core i7 с 2.2 Гц и 16 ГБ памяти. Для оценки производительности 
использовался набор 1610 кластеров с различным числом атомов [25,26,27,28,29]. Для каждого 
элемента этого набора производился трехкратныи̮ подсчет значения производнои̮ с последующим 
усреднением результатов, чтобы оценить среднюю скорость вычисления градиента функции, что 
важно, например, для использования в процедурах локальнои̮ оптимизации. Стоит отметить, что 
время оценивалось только для процедуры подсчета градиента функции, без учета инициализации, 
т.е. в расчет бралась последняя строка каждои̮ из приведенных ранее программ. Такои̮ подход 
позволяет выяснить деи̮ствительное время вычисления производнои̮ для некоторои̮ 
конфигурации, необходимое для решения какои̮-либо оптимизационнои̮ задачи, т.е. когда требуется 
многократное повторение однои̮ и тои̮ же процедуры для заданнои̮ функции. Все эксперименты, 
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данные о которых приводятся в Табл. 1 и на Рис.7, могут быть повторены с использованием 
программы, которую можно загрузить с GitHub: 
https://github.com/andreiturkin/MSU2016.ADTools.git. 

В табл. 1 приводятся выборочные результаты этого эксперимента. Из них видно, что тремя 
самыми эффективными с вычислительнои̮ точки зрения являются инструменты: CasaADi, PyADOL-
C и PyCppAD. Последнии̮ заметно проигрывает в скорости первым двум для кластеров большои̮ 
размерности. 

Табл.1.	Выборочные	значения	времени	вычисления	градиента	функции	(1)	с	
использованием	таких	инструментов	автоматического	дифференцирования	в	

Python	как	PyADOL-C,	PyCppAD,	CasAD,	CGT,	AD	и	Theano.	Знаком	x	помечены	те	поля	
таблицы,	для	которых	значения	не	были	получены 

Кол-во 
атомов 

в кластере 

Время, затраченное на вычисление градиента, сек. 

PyADOL-C PyCppAD CasADi CGT AD Theano 

4 
7.20024E-

05 3.7988E-05 
2.82923E-

05 
0.00010132

8 
0.02719163

9 
6.69956E-

05 

8 
5.96046E-

05 
2.43187E-

05 
2.43187E-

05 
0.00036168

1 
0.22388235

7 
0.00020035

1 

16 
0.00010633

5 
7.00156E-

05 
5.07037E-

05 
0.00177963

6 
2.24140063

9 
0.00075435

6 

24 
0.00013232

2 
0.00013232

2 
7.73271E-

05 
0.00525164

6 
10.2309647

4 
0.00206065

2 

32 
0.00017905

2 
0.00016538

3 
8.19365E-

05 
0.00897534

7 x x 

60 
0.00040737

8 
0.00064595

5 
0.00023873

6 0.031063 x x 

120 
0.00157133

7 0.00230368 0.00151666 
0.14099605

9 x x 

250 
0.00693003

3 
0.01017872

5 
0.00488368

7 
1.55386169

8 x x 

550 
0.03482230

5 
0.05085333

2 
0.02517501

5 x x x 

700 
0.06014569

6 
0.08307464

9 
0.04776263

2 x x x 

900 
0.08518163

4 
0.13569402

7 
0.08161171

3 x x x 

1100 
0.12818964

3 
0.19907164

6 
0.11874127

4 x x x 

1300 
0.20360334

7 
0.30305838

6 
0.16173299

2 x x x 

1350 
0.20230499

9 
0.31520867

3 
0.16987697

3 x x x 

1400 
0.22641865

4 
0.38867704

1 
0.18947537

7 x x x 

1450 
0.23990162

2 0.40497462 
0.19819935

2 x x x 

1550 
0.27010297

8 
0.48176900

5 
0.24279260

6 x x x 

1600 
0.29796465

2 
0.47497129

4 
0.23888333

6 x x x 
	

Полные данные о трех наиболее «быстрых» инструментах приведены в графическом виде 
на рис. 6. Они показывают, что CasADi показывает наилучшее время вычисления производнои̮ для 
большинства рассмотренных кластеров. Вторым и третьим по скорости вычислении̮ являются 
такие инструменты как PyADOL-C и PyCppAD соответственно. Стоит отметить, что несмотря на 
удобныи̮ функционал библиотека AD она показала наихудшии̮ результат из всех рассмотренных 
инструментов. 
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Рис.7.	График	зависимости	времени	расчета	градиента	функции	(1)	для	заданной	конфигурации	кластера	от	

количества	атомов	в	нем.	Приведены	дынные	только	для	трех	инструментов	автоматического	
дифференцирования:	CasADi,	PyCppAD	и	PyADOL-C,	которые	вычисляют	градиенты	функции	(1)	за	кратчайшее	

время	

Заключение 

В этои̮ статье были рассмотрены несколько инструментов автоматического 
дифференцирования и оценена скорость их работы без учета времени на инициализацию 
необходимых для осуществления дифференцирования структур данных. Было показано, что такои̮ 
инструмент как CasADi обладает наибольшеи̮ производительностью среди рассмотренных 
инструментов для кластеров с различным количеством атомов. Второе и третье время показывают 
PyADOL-C и PyCppAD соответственно, что связано, по всеи̮ видимости, с подходом к реализации 
автоматического дифференцирования: CasADi использует преобразование кода, а PyADOL-C и 
PyCppAD – перегрузку операторов. Для кластеров больших размеров эта разница оказывается 
существеннои̮, давая возможность сократить время расчетов, что важно для многократного 
использования этои̮ процедуры в задачах оптимизации. 
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