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Аннотация
В современной теории управления одним из наиболее сложных и актуальных вопросов явля-
ется синтез законов управления для нелинейных систем. Это связано с тем, что в большин-
стве случаев математическая модель движения объекта управления описывается системой 
нелинейных дифференциальных уравнений и нет универсальных подходов к синтезу законов 
управления для таких систем. Как правило выбор того или иного алгоритма управления за-
висит от множества факторов, в том числе вида системы. В работе исследуется применение 
различных методов синтеза закона управления движением колесного робота. Целью управле-
ния является движение робота в заданное положение, т.е. решение задачи позиционирования. 
В качестве алгоритмов управления рассматриваются метод линеаризации обратной связью и 
метод оптимального демпфирования, который впервые был предложен В.И. Зубовым в начале 
1960-х годов. Метод линеаризации обратной связью, после приведения нелинейной системы к 
линейному виду, позволяет построить оптимальное управления путем решения задачи LQR-оп-
тимизации, тогда как метод оптимального демпфирования позволяет получить лишь прибли-
женное решение поставленной задачи оптимального управления, сводя ее к задаче параме-
трической оптимизации. Однако метод линеаризации обратной связью имеет существенные 
ограничения в использовании. Применение этого метода в отличие от метода оптимального 
демпфирования возможно лишь для полноприводных систем. Проводится сравнение выбран-
ных подходов к синтезу закона управления. Показано, что выбранные алгоритмы управления 
обеспечивают достижение поставленной цели управления и гарантируют глобальную асим-
птотическую устойчивость положения равновесия замкнутой системы. Приведены примеры 
имитационного моделирования, демонстрирующие корректное функционирование замкнутой 
системы управления.

Ключевые слова: оптимальное демпфирование, линеаризация обратной связью, система 
управления, сравнение алгоритмов управления, колесный робот, позиционирование
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Abstract 
In modern control theory, one of the most complex and actual issues is the control law synthesis for 
nonlinear systems. This is due to the fact that in most cases the mathematical model of the control ob-
ject motion is described by a system of nonlinear differential equations and there are no universal ap-
proaches to the control law synthesis for such systems. As a rule, the choice of one or another control al-
gorithm depends on many factors, including the type of system. This paper investigates the application 
of various methods for the control law synthesis of the wheeled robot motion. The aim of the control 
is to move the robot to a given position, i.e. solution of the positioning problem. As control algorithms, 
the feedback linearization method and the optimal damping method, which was first proposed by V.I. 
Zubov in the early 1960s, are considered. The feedback linearization method, after reducing the nonlin-
ear system to a linear form, allows one to construct an optimal control by solving the LQR-optimization 
problem, while the optimal damping method allows one to obtain only an approximate solution of the 
optimal control problem, reducing it to a parametric optimization problem. However, the feedback lin-
earization method has significant limitations in its use. The use of this method, in contrast to the meth-
od of optimal damping, is possible only for all-wheel systems. The selected approaches to the control 
law synthesis are compared. It is shown that the selected control algorithms ensure the achievement 
of the control aim and guarantee the global asymptotic stability of the equilibrium position of a closed-
loop system. Examples of simulation modeling are given, demonstrating the correct functioning of a 
closed-loop control system.
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Введение

В современной теории управления одним из наиболее слож-
ных и актуальных вопросов является синтез законов управ-
ления для нелинейных систем1 [1-8]. Это связано с тем, что 
в большинстве случаев математическая модель движения 
объекта управления описывается системой нелинейных диф-
ференциальных уравнений, и нет универсальных подходов к 
синтезу законов управления для таких систем.
В настоящее время существует множество различных методов 
синтеза законов управления подвижным объектом. Как пра-
вило, выбор того или иного алгоритма управления зависит 
от множества факторов, в том числе вида системы. В случае, 
когда линейная математическая модель достаточно хорошо 
описывает динамику объекта, используются классические 
методы синтеза для линейных стационарных систем2 [9-17]. В 
противном случае используются методы для нелинейных си-
стем3 [18-22]. 
Классическими методами синтеза линейных стационарных 
систем являются линейно-квадратичный регулятор (LQR) и 
модальный синтез4 [11]. Эти методы позволяют построить ста-
билизирующий регулятор для линейной системы управления.
Для нелинейных систем можно использовать метод линеа-
ризации обратной связью5 [18], для которого после сведения 
нелинейной системы к линейному виду используются клас-
сические методы синтеза линейных стационарных систем, к 
примеру, синтез LQR-регулятора или модальный синтез. Одна-
ко этот метод имеет существенные ограничения в использова-
нии. Применение данного метода возможно лишь для полно-
приводных систем.

1 Бесекерский В. А., Попов Е. П. Теория систем автоматического управления : монография. 4-е изд., перераб. и доп. СПб : Профессия, 2004. 747 с. EDN: 
QMODYF; Зубов В. И. Лекции по теории управления. СПб. : Лань, 2009. 496 с. EDN: QJVQZR; Зубов В. И. Математические методы исследования систем авто-
матического регулирования. Изд. 2, перераб. и доп. Л. : Машиностроение, 1974. 336 с.; Зубов В. И. Колебания в нелинейных и управляемых системах. Л. : 
Судпромгиз, 1962. 631 c.; Зубов В. И. Теория оптимального управления судном и  другими подвижными объектами. Л. : Судостроение, 1966. 352 с.; Ким Д. 
П. Теория автоматического управления. Т. 2. Многомерные, нелинейные, оптимальные и адаптивные системы: Учеб. пособие. М. : Физматлит, 2004. 464 
с.; Khalil H. K. Nonlinear Systems. Third edition. New Jersey : Prentice Hall, 2002. 768 p.; Slotine J., Li W. Applied nonlinear control. New Jersey : Prentice Hall, 1991. 
476 p. 
2 Барабанов А. Е. Оптимальное управление линейным объектом со стационарными помехами и квадратичным критерием качества. М., 1979. Деп. в 
ВИНИТИ, № 3478-79; Веремей Е. И. Линейные системы с обратной связью. СПб : Лань, 2013. 448 с. EDN: UGRMRR; Веремей Е. И. Среднеквадратичная 
многоцелевая оптимизация. СПб : Изд-во СПбГУ, 2016. 408 с. EDN: WYGWYV; Кузовков Н. Т. Модальное управление и наблюдающие устройства. М. : 
Машиностроение, 1976. 181 с.; Anderson B. D. O., Moore J. B. Linear Optimal Control. Englewood Cliffs, New Jersey : Prentice Hall, 1971. 399 p.; Doyle J., Francis 
B. Tannenbaum A. Feedback control theory. New York : Macmillan Publ. Co., 1992. 227 p.; Kwakernaak H., Sivan R. Linear Optimal Control Systems. New York : 
Wiley Publ., 1972. 575 p. 
3 Зубов В. И. Колебания в нелинейных и управляемых системах. Л. : Судпромгиз, 1962. 631 c.; Зубов В. И. Теория оптимального управления судном и  другими 
подвижными объектами. Л. : Судостроение, 1966. 352 с.; Беллман Р. Динамическое программирование. М. : Изд-во иностр. лит., 1960. 400 с.; Беллман Р., Дрей-
фус С. Прикладные задачи динамического программирования. М. : Наука, 1965. 458 с.
4 Веремей Е. И. Линейные системы с обратной связью. СПб : Лань, 2013. 448 с. EDN: UGRMRR; Кузовков Н. Т. Модальное управление и наблюдающие устрой-
ства. М. : Машиностроение, 1976. 181 с.; Anderson B. D. O., Moore J. B. Linear Optimal Control. Englewood Cliffs, New Jersey : Prentice Hall, 1971. 399 p.; Doyle J., 
Francis B. Tannenbaum A. Feedback control theory. New York : Macmillan Publ. Co., 1992. 227 p.; Kwakernaak H., Sivan R. Linear Optimal Control Systems. New York : 
Wiley Publ., 1972. 575 p. 
5 Ким Д. П. Теория автоматического управления. Т. 2. Многомерные, нелинейные, оптимальные и адаптивные системы: Учеб. пособие. М. : Физматлит, 2004. 
464 с.;
6 Там же.
7 Зубов В. И. Колебания в нелинейных и управляемых системах. Л. : Судпромгиз, 1962. 631 c.; Зубов В. И. Теория оптимального управления судном и другими 
подвижными объектами. Л. : Судостроение, 1966. 352 с.
8 Беллман Р. Динамическое программирование. М. : Изд-во иностр. лит., 1960. 400 с.; Беллман Р., Дрейфус С. Прикладные задачи динамического программи-
рования. М. : Наука, 1965. 458 с.
9 Томилова А. С. Применение метода оптимального демпфирования к синтезу закона управления колесным роботом // Процессы управления и устойчи-
вость. 2023. Т. 10, № 1. С. 95-99.

Существуют и другие методы синтеза нелинейных систем. К 
ним можно отнести методы на основе функций Ляпунова6, ме-
тод оптимального демпфирования, впервые предложенный В. 
И. Зубовым в начале 1960-х годов7, метод минимизации инте-
грального функционала (МИФ), базирующийся на принципе 
оптимальности Беллмана8.
В общем случае при применении метода МИФ могут возник-
нуть трудности, связанные с решением уравнения Гамильто-
на-Якоби-Беллмана, тогда как в методе оптимального демпфи-
рования такой проблемы не возникает. Метод оптимального 
демпфирования позволяет найти приближенное решение по-
ставленной задачи оптимального управления, сводя ее к зада-
че параметрической оптимизации9 [21].
Объектом управления в данной работе принят полноприво-
дный колесный робот. Исследуется применение различных 
методов синтеза закона управления. Целью управления яв-
ляется движение робота в заданное положение, т. е. решение 
задачи позиционирования. В качестве алгоритмов управле-
ния рассматриваются метод линеаризации обратной свя-
зью и метод оптимального демпфирования. Проводится 
сравнение выбранных подходов к синтезу закона управле-
ния. Показано, что выбранные алгоритмы управления обе-
спечивают достижение поставленной цели управления и 
гарантируют глобальную асимптотическую устойчивость 
положения равновесия замкнутой системы. Приведены 
примеры имитационного моделирования в среде MATLAB/
Simulink, демонстрирующие корректное функционирование 
замкнутой системы управления.
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Постановка задачи

Рассмотрим математическую модель движения колесного ро-
бота10:
  (1)
где  — вектор состояния объекта управления;  — координа-
ты центра масс в неподвижной системе координат (рис. 1),  — 
угол поворота робота, отсчитываемый от горизонтальной оси 
Ox против часовой стрелки;  — вектор скорости, заданный в 
связанной с роботом подвижной системе координат, который 
в данном случае является управляющим воздействием; ма-
трица поворота

Целью управления является достижение заданного положе-
ния робота на плоскости, определяемого вектором .
Поскольку желаемое положение , в которое перемещается ро-
бот, отлично от нулевого положения, необходимо построить 
систему в отклонениях от заданного положения . 
Построим систему в отклонениях от заданного положения 
равновесия:
  (2)
где  — вектор состояния системы в отклонениях.
Полученная система в отклонениях (2) в дальнейшем исполь-
зуется для синтеза закона управления, стабилизирующего ну-
левое положение равновесия замкнутой системы.

Р и с. 1. Положение робота в неподвижной системе координат Oxy
F i g. 1. Robot position in the fixed Oxy coordinate system

Источник: здесь и далее в статье все рисунки составлены авторами.
Source: Hereinafter in this article all figures were made by the authors.

Пусть кроме основной цели управления задана еще дополни-
тельная цель, которая состоит в обеспечении наилучшего ка-
чества переходных процессов.
Будем считать, что на движениях замкнутой системы задан 
функционал, характеризующий качество процессов управле-
ния [23-25]:
  (3)
где  — симметрическая, положительно-определенная матри-
ца,  — весовой множитель.
Ставится задача синтеза закона управления движением колес-
ного робота, обеспечивающего достижение цели управления 
с наилучшим качеством переходных процессов по отношению 
к заданному функционалу (3) [22]. Для решения этой задачи 
в данной работе предлагается использовать метод оптималь-
ного демпфирования и метод линеаризации обратной связью. 
Проводится сравнение предложенных алгоритмов управле-
ния с целью определения наиболее предпочтительного зако-
на управления для решения поставленной задачи.

10 Там же. Абушик В. П. Управление движением омниколесного робота с учетом внешних возмущений // Процессы управления и устойчивость. 2020. T. 7, № 
1. С. 188-192.
11 Веремей Е. И. Линейные системы с обратной связью. СПб : Лань, 2013. 448 с. EDN: UGRMRR

Синтез закона управления движением колесного робота
Рассмотрим два метода синтеза закона управления движени-
ем колесного робота: метод линеаризации обратной связью и 
метод оптимального демпфирования.

Метод линеаризации обратной связью
Для того чтобы построить управление , обеспечивающее до-
стижение поставленной цели управления, необходимо ввести 
новое управляющее воздействие  такое, что
  (4)
Тогда, подставляя выражение (4) в систему (2), получаем ли-
нейную систему вида
  (5)
Для получившейся линейной системы (5) можно синтезиро-
вать управление в форме линейного пропорционального регу-
лятора, применяя любые известные методы для работы с ли-
нейными стационарными системами. Воспользуемся методом 
LQR-оптимизации11. Для этого введем следующий функционал 
качества:
  (6)
Нетрудно заметить, что значения этого функционала, вычис-
ленные на движениях системы (5), совпадают со значениями 
исходного функционала (3) после замены управляющей пере-
менной по формуле (4).
Решение задачи LQR-оптимизации по отношению к функци-
оналу (6) сводится к решению матричного алгебраического 
уравнения Риккати, которое в данном случае принимает вид
  
где  — неизвестная матрица. Решением этого уравнения явля-
ется симметрическая положительно определенная матрица 
, причем квадратичная форма  является функцией Ляпунова 
для замкнутой линейным регулятором системы (5), и опти-
мальный LQR-регулятор задается равенством
  (7)

Постановка задачи 
Рассмотрим математическую модель движения колесного 
робота10: 

,)( vR ηη =  (1) 

где Tyx ),,( ϕη =  — вектор состояния объекта управления; 
yx,  — координаты центра масс в неподвижной системе 

координат (рис. 1), ϕ  — угол поворота робота, 
отсчитываемый от горизонтальной оси Ox против часовой 
стрелки; T

yx wvvv ),,(=  — вектор скорости, заданный в 

связанной с роботом подвижной системе координат, который 
в данном случае является управляющим воздействием; 
матрица поворота 
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Целью управления является достижение заданного 
положения робота на плоскости, определяемого вектором 

T
dddd yx ),,( ϕη = . 

Поскольку желаемое положение dη , в которое перемещается 
робот, отлично от нулевого положения, необходимо построить 
систему в отклонениях от заданного положения dη .  
Построим систему в отклонениях от заданного положения 
равновесия: 

,)( veRe dη+=  (2) 

где de ηη −=  — вектор состояния системы в отклонениях. 
Полученная система в отклонениях (2) в дальнейшем 
используется для синтеза закона управления, 
стабилизирующего нулевое положение равновесия замкнутой 
системы. 

 
Р и с. 1. Положение робота в неподвижной 
системе координат Oxy
F i g. 1. Robot position in the fixed Oxy coordinate 
system
[И1]

Источник: здесь и далее в статье все рисунки составлены авторами. 
Source: Hereinafter in this article all figures were made by the authors. 

 

10 Там же. Абушик В. П. Управление движением омниколесного робота 
с учетом внешних возмущений // Процессы управления и 
устойчивость. 2020. T. 7, № 1. С. 188-192.

Пусть кроме основной цели управления задана еще 
дополнительная цель, которая состоит в обеспечении 
наилучшего качества переходных процессов. 
Будем считать, что на движениях замкнутой системы задан 
функционал, характеризующий качество процессов 
управления [23-25]: 
 

,)(),(
0
∫
∞

+== dtvvPeeveJJ TT λ  (3) 

где P  — симметрическая, положительно-определенная 
матрица, 0>λ  — весовой множитель. 
Ставится задача синтеза закона управления движением 
колесного робота, обеспечивающего достижение цели 
управления с наилучшим качеством переходных процессов по 
отношению к заданному функционалу (3) [22]. Для решения 
этой задачи в данной работе предлагается использовать 
метод оптимального демпфирования и метод линеаризации 
обратной связью. Проводится сравнение предложенных 
алгоритмов управления с целью определения наиболее 
предпочтительного закона управления для решения 
поставленной задачи. 
 
Синтез закона управления движением 
колесного робота 
Рассмотрим два метода синтеза закона управления 
движением колесного робота: метод линеаризации обратной 
связью и метод оптимального демпфирования. 
 
Метод линеаризации обратной связью 
Для того чтобы построить управление v , обеспечивающее 
достижение поставленной цели управления, необходимо 
ввести новое управляющее воздействие ,3Eu∈  такое, что 

.)( ueRv d
T η+=  (4) 

Тогда, подставляя выражение (4) в систему (2), получаем 
линейную систему вида 

.ue =  (5) 
Для получившейся линейной системы (5) можно 
синтезировать управление в форме линейного 
пропорционального регулятора, применяя любые известные 
методы для работы с линейными стационарными системами. 
Воспользуемся методом LQR-оптимизации11. Для этого введем 
следующий функционал качества: 
 

.)(),(
0
∫
∞

+== dtuuPeeueJJ TT λ  (6) 

Нетрудно заметить, что значения этого функционала, 
вычисленные на движениях системы (5), совпадают со 
значениями исходного функционала (3) после замены 
управляющей переменной по формуле (4). 

11 Веремей Е. И. Линейные системы с обратной связью. СПб : Лань, 
2013. 448 с. EDN: UGRMRR

Р и с. 1. Положение робота в неподвижной системе координат Oxy
F i g. 1. Robot position in the fixed Oxy coordinate system

Источник: здесь и далее в статье все рисунки составлены авторами.
Source: Hereinafter in this article all figures were made by the authors.
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Заметим, что значение функционала , вычисленное для задан-
ных начальных условий, является, по существу, функцией Бел-
лмана и вычисляется по формуле12:
  
где  — начальные условия для систем (5) или (2), поскольку 
они совпадают.
Подставляя оптимальное управление (7) в выражение (4), по-
лучаем управляющее воздействие для рассматриваемой си-
стемы (2):
  (8)
Таким образом, метод линеаризации обратной связью позво-
ляет построить замкнутую систему (2), (8), которая обеспечи-
вает достижение поставленной цели управления с наилучшим 
качеством переходных процессов. При этом нулевое положе-
ние равновесия является глобально асимптотически устойчи-
вым.

Метод оптимального демпфирования
Для того чтобы построить управление , необходимо сформули-
ровать задачу оптимального демпфирования (ОД). Для этого 
введем вспомогательный функционал, по отношению к кото-
рому и будет осуществляться решение задачи ОД:
  (9)
где  — заранее неизвестная положительно определенная ма-
трица, причем квадратичная форма  является кандидатом на 
функцию Ляпунова.
Рассмотрим задачу оптимального демпфирования по отноше-
нию к функционалу (9), формализованная постановка которой 
имеет вид
  (10)
где функция  определяет скорость изменения функционала  на 
движениях системы (2):
  (11)
Для решения задачи оптимального демпфирования (10) вос-
пользуемся условием для поиска минимума функции (11):
  (12)
Решая систему (12), получим оптимальное управление
  (13)
Сформулируем утверждение об условиях устойчивости нуле-
вого положения равновесия замкнутой системы, приведенное 
в статье [21].
Теорема. Если для обратной связи (13) выполняется условие
  (14)
где  (класс K-функций), то функция  является управляющей 
функцией Ляпунова для системы (2), а нулевое положение 
равновесия замкнутой системы (2), (13) является глобально 
равномерно асимптотически устойчивым, т. е. обратная связь 
(13) служит стабилизирующим регулятором для объекта (2).
Подставляя оптимальное управление (13) в функцию (11), по-
лучим выражение
  (15)

12 Там же.

Решение задачи LQR-оптимизации по отношению к 
функционалу (6) сводится к решению матричного 
алгебраического уравнения Риккати, которое в данном случае 
принимает вид 

,01
=+− PSS

λ
  

где S  — неизвестная матрица. Решением этого уравнения 
является симметрическая положительно определенная 
матрица S , причем квадратичная форма SeeT  является 
функцией Ляпунова для замкнутой линейным регулятором 
системы (5), и оптимальный LQR-регулятор задается 
равенством 

.1 Seu
λ

−=  (7) 

Заметим, что значение функционала J , вычисленное для 
заданных начальных условий, является, по существу, 
функцией Беллмана и вычисляется по формуле12: 

,00 SeeJ T=   

где )0(0 ee =  — начальные условия для систем (5) или (2), 
поскольку они совпадают. 
Подставляя оптимальное управление (7) в выражение (4), 
получаем управляющее воздействие для рассматриваемой 
системы (2): 

.)(1 SeeRv d
T η

λ
+−=  (8) 

Таким образом, метод линеаризации обратной связью 
позволяет построить замкнутую систему (2), (8), которая 
обеспечивает достижение поставленной цели управления с 
наилучшим качеством переходных процессов. При этом 
нулевое положение равновесия является глобально 
асимптотически устойчивым. 
 
Метод оптимального демпфирования 
Для того чтобы построить управление v , необходимо 
сформулировать задачу оптимального демпфирования (ОД). 
Для этого введем вспомогательный функционал, по 
отношению к которому и будет осуществляться решение 
задачи ОД: 

,)(),(
0
∫ ++==
t

TTT dvvPeeVeeveLL τλ  (9) 

где V  — заранее неизвестная положительно определенная 

матрица, причем квадратичная форма VeeT  является 
кандидатом на функцию Ляпунова. 
Рассмотрим задачу оптимального демпфирования по 
отношению к функционалу (9), формализованная постановка 
которой имеет вид 
 

),,(minarg:)(,min),(
33

veWevvveWW
EvdEv ∈∈

==→=  (10) 

12 Там же.

где функция W  определяет скорость изменения функционала 
L  на движениях системы (2): 

 

.)(),(
)2(

vvPee
dt

VeedveWW TT
T

λ++==  (11) 

Для решения задачи оптимального демпфирования (10) 
воспользуемся условием для поиска минимума функции (11): 
 

.0),(
=

∂
∂

v
veW  (12) 

Решая систему (12), получим оптимальное управление 
 

.)(1)( VeeRevv d
T

d η
λ

+−==  (13) 

Сформулируем утверждение об условиях устойчивости 
нулевого положения равновесия замкнутой системы, 
приведенное в статье [21]. 
Теорема. Если для обратной связи (13) выполняется условие 
 

,)())(,(:)( 3
40 EeeeveWeW dd ∈∀≤= α  (14) 

где ∞∈K4α  (класс K-функций), то функция VeeeV T=)(  
является управляющей функцией Ляпунова для системы (2), а 
нулевое положение равновесия замкнутой системы (2), (13) 
является глобально равномерно асимптотически устойчивым, 
т. е. обратная связь (13) служит стабилизирующим 
регулятором для объекта (2). 
Подставляя оптимальное управление (13) в функцию (11), 
получим выражение 
 

.1)( 2
0 ePVeeW T

d 





 +−=

λ
 (15) 

Тогда для выполнения условия (14) необходимо и достаточно, 
чтобы функция (15) была отрицательно-определенной. 
Оптимальное управление (13) зависит от матрицы V , выбор 
которой должен обеспечивать глобальную асимптотическую 
устойчивость положения равновесия замкнутой системы (2), 
(13). 
Поиск матрицы V  будем осуществлять с помощью введения 
вектора параметров h , который задает ее коэффициенты: 
 

.)(,)( 654321

365

624

541
Thhhhhhh

hhh
hhh
hhh

hVV =















==   

Для вычисления оптимального управления (13) 
воспользуемся параметрическим алгоритмом построения 
приближения, предложенным в статье [21]: 
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Тогда для выполнения условия (14) необходимо и достаточно, 
чтобы функция (15) была отрицательно-определенной.
Оптимальное управление (13) зависит от матрицы , выбор 
которой должен обеспечивать глобальную асимптотическую 
устойчивость положения равновесия замкнутой системы (2), 
(13).
Поиск матрицы  будем осуществлять с помощью введения век-
тора параметров , который задает ее коэффициенты:
  
Для вычисления оптимального управления (13) воспользуем-
ся параметрическим алгоритмом построения приближения, 
предложенным в статье [21]:
1. Задается вектор , где  — множество векторов , для которых 
матрица  положительно определена, а функция  является от-
рицательно-определенной.
2. Формируется функция .
3. Решается задача ОД с демпфируемым функционалом (9), что 
дает ОД регулятор .
4. Формируются уравнения замкнутой системы (2), (13)
  (16)
5. Решается задача Коши для системы (16) с начальными усло-
виями , что дает функцию .
6. Формируется функция .
7. Вычисляется значение функции , определяемой выражени-
ем
  
8. Повторяя вычисления по пунктам 1–7, минимизируется 
функция  на множестве , т. е. решается оптимизационная за-
дача
  (17)
Из предложенного алгоритма следует, что решение задачи оп-
тимального демпфирования (10) сводится к решению задачи 
параметрической оптимизации (17).
Таким образом, метод оптимального демпфирования позволя-
ет построить оптимальное управление (13), которое гаранти-
рует глобальную асимптотическую устойчивость положения 
равновесия замкнутой системы (2), (13) и обеспечивает дости-
жение поставленной цели управления с наилучшим качеством 
переходных процессов.

Пример
Рассмотрим пример движения колесного робота в заданное 
положение. Для этого зададим начальные условия системы (1) 
и желаемое положение, в которое должен перейти робот:

Применим метод линеаризации обратной связью для синтеза 
закона управления движением колесного робота. Пусть ма-
трица , а весовой множитель  Тогда, решая задачу LQR-оптими-
зации, получим матрицу
  
и значение функционала (3), определяемое выбором началь-
ных условий:

Решение задачи LQR-оптимизации проводилось в среде 
MATLAB с использованием функции13 lqr, в которой реализо-

13 MATLAB function «lqr» [Электронный ресурс] // MathWorks, 2023. URL: https://www.mathworks.com/help/control/ref/lti.lqr.html (дата обращения: 
16.08.2023).

ван численный метод решения матричного уравнения Рикка-
ти.
На рис. 2 изображены траектория движения колесного робота 
в заданное положение и графики изменения линейных (, м/с и 
, м/с) и угловой (, рад/с) скоростей, полученные при движении 
колесного робота в заданное положение. Из рисунков видно, 
что построенный закон управления с помощью метода лине-
аризации обратной связью обеспечивает достижение цели 
управления. Время переходного процесса составляет пример-
но 5 с.

Р и с. 2. Траектория движения колесного робота в заданное по-
ложение и графики изменения линейных и угловой скоростей 
для случая линеаризации обратной связью
F i g. 2. The wheel robot’s trajectory to a given position, and the 
graphs of changes of linear and angular velocities for the case of 
feedback linearization

1. Задается вектор 6EHh v ⊂∈ , где vH  — множество 

векторов h , для которых матрица )(hV  положительно 

определена, а функция 0dW  является отрицательно-
определенной. 
2. Формируется функция ehVeheV T )(),( = . 
3. Решается задача ОД с демпфируемым функционалом (9), что 
дает ОД регулятор ),( hevv d= . 
4. Формируются уравнения замкнутой системы (2), (13) 

).,()( heveRe ddη+=  (16) 

5. Решается задача Коши для системы (16) с начальными 
условиями 0)0( ee = , что дает функцию ),,( 0

* ehted . 

6. Формируется функция )),,,(,(:),,( 0
*

0
* hehtetvehtv ddd = . 

7. Вычисляется значение функции )(hJd , определяемой 
выражением 
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0
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8. Повторяя вычисления по пунктам 1–7, минимизируется 
функция )(hJd  на множестве vH , т. е. решается 
оптимизационная задача 

).(),(minarg:,min)( 0 ddddHhdHhdd hJJhJhhJJ
vv

==→=
∈∈

 (17) 

Из предложенного алгоритма следует, что решение задачи 
оптимального демпфирования (10) сводится к решению 
задачи параметрической оптимизации (17). 
Таким образом, метод оптимального демпфирования 
позволяет построить оптимальное управление (13), которое 
гарантирует глобальную асимптотическую устойчивость 
положения равновесия замкнутой системы (2), (13) и 
обеспечивает достижение поставленной цели управления с 
наилучшим качеством переходных процессов. 
 
Пример 
Рассмотрим пример движения колесного робота в заданное 
положение. Для этого зададим начальные условия системы (1) 
и желаемое положение, в которое должен перейти робот: 
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Применим метод линеаризации обратной связью для синтеза 
закона управления движением колесного робота. Пусть 
матрица 33×= EP , а весовой множитель .1=λ  Тогда, решая 
задачу LQR-оптимизации, получим матрицу 
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и значение функционала (3), определяемое выбором 
начальных условий: 

.51,9495515=J  

13 MATLAB function "lqr" [Электронный ресурс] // MathWorks, 2023. 
URL: https://www.mathworks.com/help/control/ref/lti.lqr.html (дата 

Решение задачи LQR-оптимизации проводилось в среде 
MATLAB с использованием функции13 lqr, в которой реализо-
ван численный метод решения матричного уравнения Рик-
кати. 
На рис. 2 изображены траектория движения колесного робота 
в заданное положение и графики изменения линейных ( xv , 

м/с и yv , м/с) и угловой ( w , рад/с) скоростей, полученные 
при движении колесного робота в заданное положение. Из 
рисунков видно, что построенный закон управления с 
помощью метода линеаризации обратной связью 
обеспечивает достижение цели управления. Время 
переходного процесса составляет примерно 5 с. 
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и значение функционала (3), определяемое выбором 
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13 MATLAB function "lqr" [Электронный ресурс] // MathWorks, 2023. 
URL: https://www.mathworks.com/help/control/ref/lti.lqr.html (дата 
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обеспечивает достижение цели управления. Время 
переходного процесса составляет примерно 5 с. 

 
Р и с. 2. Траектория движения колесного робота в заданное 

положение и графики изменения линейных и угловой скоро-
стей для случая линеаризации обратной связью 

F i g. 2. The wheel robot’s trajectory to a given position, and the 
graphs of changes of linear and angular velocities for the case of 

feedback linearization 
 

[И2] 
 
 
 
 
 
 
 
Теперь для синтеза закона управления движением колесного 
робота применим метод оптимального демпфирования. Пусть 
матрица 33×= EP , а весовой множитель .1=λ
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Теперь для синтеза закона управления движением колесного 
робота применим метод оптимального демпфирования. Пусть 
матрица , а весовой множитель  Тогда, решая задачу параме-
трической оптимизации (17) с применением численного ме-
тода и выбрав в качестве начального приближения точку  из 
окрестности оптимального решения , найденного в ходе реше-
ния задачи LQR-оптимизации, получим вектор

и соответствующую ему матрицу
  
При этом значение функционала (3) для указанных начальных 
условий равно

Из полученных результатов видно, что значение функционала 
и матрицы Ляпунова , полученные в ходе решения задачи па-
раметрической оптимизации (17), близки к значению функци-
онала и матрицы Ляпунова , найденные в результате решения 
задачи LQR-оптимизации.
В случае, когда в качестве начального приближения берется 
произвольная точка, к примеру , решая задачу параметриче-
ской оптимизации (17), получим вектор

и соответствующую ему матрицу
  
А значение функционала (3) для указанных начальных усло-
вий равно

Из полученных результатов видно, что значение функциона-
ла, полученное в ходе решения задачи параметрической опти-
мизации (17), близко к значению функционала, найденному 
в результате решения задачи LQR-оптимизации, но при этом 
матрицы Ляпунова  и  разные. Следовательно, можно сделать 
вывод, что полученное решение задачи параметрической оп-
тимизации (17) сходится к локальному минимуму.
Таким образом, от выбора начального приближения при реше-
нии задачи параметрической оптимизации (17) зависит кор-
ректность поиска оптимального управления и, как следствие, 
устойчивость замкнутой системы.
Решение задачи параметрической оптимизации (17) проводи-
лось в среде MATLAB с использованием функции14 fmincon, в 
которой реализован метод последовательного квадратичного 
программирования. Для построения решения задачи Коши 
применялась функция15 ode89, в которой реализован числен-
ный метод Рунге-Кутты 8-го порядка с шагом интегрирования 
0,001. Значение функционала  вычислялось методом трапеций 
с помощью функции16 trapz.
На рис. 3 и рис. 4 изображены траектории движения колесного 
робота в заданное положение и графики изменения линейных 
(, м/с и , м/с) и угловой (, рад/с) скоростей, полученные при 
движении колесного робота в заданное положение. Из рисун-
ков видно, что построенный методом оптимального демпфи-

14 MATLAB function «fmincon» [Электронный ресурс] // MathWorks, 2023. URL: https://www.mathworks.com/help/optim/ug/fmincon.html (дата обращения: 
16.08.2023).
15 MATLAB function «ode89» [Электронный ресурс] // MathWorks, 2023. URL: https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/ode89.html (дата обращения: 
16.08.2023).
16 MATLAB function «trapz» [Электронный ресурс]. // MathWorks, 2023. URL: https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/trapz.html (дата обращения: 
07.05.2023).

рования регулятор обеспечивает достижение цели управле-
ния. Время переходного процесса составляет примерно 5 с.
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и матрицы Ляпунова V , полученные в ходе решения задачи 
параметрической оптимизации (17), близки к значению 
функционала и матрицы Ляпунова S , найденные в 
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.51,9495685=J  

Из полученных результатов видно, что значение 
функционала, полученное в ходе решения задачи 
параметрической оптимизации (17), близко к значению 
функционала, найденному в результате решения задачи LQR-
оптимизации, но при этом матрицы Ляпунова V  и S  разные. 
Следовательно, можно сделать вывод, что полученное 
решение задачи параметрической оптимизации (17) сходится 
к локальному минимуму. 
Таким образом, от выбора начального приближения при 
решении задачи параметрической оптимизации (17) зависит 
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Сравнивая полученные результаты имитационного моделиро-
вания (таблица 1, рис. 2-4), можно сделать вывод, что приме-
нение метода оптимального демпфирования для случая пол-
ноприводного колесного робота нецелесообразно, поскольку 
аналогичный результат можно получить, применяя метод 
линеаризации обратной связью. Однако для более сложных 
систем метод оптимального демпфирования позволяет по-
строить закон управления, который будет гарантировать гло-
бальную асимптотическую устойчивость положения равнове-
сия замкнутой системы управления.

Заключение

В результате проделанной работы выполнен синтез закона 
управления движением колесного робота с использованием 
метода оптимального демпфирования и метода линеаризации 
обратной связью. Приведено сравнение предложенных алго-
ритмов управления. Рассмотрен пример движения колесного 
робота в заданное положение. Продемонстрированы получен-
ные результаты имитационного моделирования для выбран-
ных методов. Данные результаты позволяют сделать вывод о 
корректности решения поставленной задачи.
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F i g. 4. The wheel robot’s trajectory to a given position and the linear and angular velocity changes for  
optimal damping with an initial approximation Th )135,0575,0054,0992,0683,0696,0(0 =  

 
 

Т а б л и ц а 1. Результаты имитационного моделирования 
T a b l e 1. Simulation results 

 

Метод синтеза закона управления Матрица Ляпунова 
Значение 

функционала J  

Линеаризация обратной связью 















=

100
010
001

S  51,9495515=J  

Оптимальное демпфирование с начальным 
приближением 

Th )004,0003,0001,0999,0996,0998,0(0 −−=  















−
−=

9828,00048,00
0048,09987,00
001

V  51,9495685=J  

Оптимальное демпфирование с начальным 
приближением 

Th )135,0575,0054,0992,0683,0696,0(0 =  















−
−

−−
=

2947,29314,05698,0
9314,06728,14128,0
5698,04128,02535,1

V  51,9495685=J  

 
Источник: составлено авторами.  
Source: Compiled by the authors. 
 
Сравнивая полученные результаты имитационного моделирования (таблица 1, рис. 2-4), можно сделать вывод, что применение 
метода оптимального демпфирования для случая полноприводного колесного робота нецелесообразно, поскольку 
аналогичный результат можно получить, применяя метод линеаризации обратной связью. Однако для более сложных систем 
метод оптимального демпфирования позволяет построить закон управления, который будет гарантировать глобальную 
асимптотическую устойчивость положения равновесия замкнутой системы управления. 
 
 
Заключение 

В результате проделанной работы выполнен синтез закона управления движением колесного робота с использованием метода 
оптимального демпфирования и метода линеаризации обратной связью. Приведено сравнение предложенных алгоритмов 
управления. Рассмотрен пример движения колесного робота в заданное положение. Продемонстрированы полученные 
результаты имитационного моделирования для выбранных методов. Данные результаты позволяют сделать вывод о 
корректности решения поставленной задачи. 
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