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Аннотация
В статье проводится сравнительный анализ эффективности использования нескольких функ-
ций-предикторов, т. е. специальных вспомогательных функций, априорно оценивающих це-
лесообразность выбора разделяющего элемента для некоторого итерационного алгоритма. 
Рассматриваются случаи одного, двух или трех предикторов, а также различные схемы так 
называемого голосования, то есть правила выбора решения. Учитывается оценка вероятности 
принятия правильного решения функцией-предиктором. Приводится качественный результат 
проведенных исследований с выработкой рекомендации использования предикторов. Срав-
нительный анализ использования схем, образуемых предикторами в количестве от одного до 
трех включительно, выполнен детально по принципу «каждый с каждым» с представлением 
условий предпочтения одной схемы перед другой. Среди всех схем лидирующими были схема 
из трех предикторов со схемой т. н. голосования по большинству голосов и схема, состоящая из 
одного предиктора, который является одним из трех в лидирующей схеме и имеет максималь-
ную из трех вероятность принятия правильного решения. Проведена оценка меры области, 
характеризующей предпочтение одной лидирующей схемы другой. Доказательным путем по-
лучено, что схема, состоящая из одного «самого умного» предиктора, имеет более, чем в 24 раза 
большую область предпочтения, нежели другая лидирующая схема из трех предикторов, го-
лосующих по принципу большинства голосов и имеющих в своем составе «самый умный» пре-
диктор. Процедуры применения функций-предикторов актуальны в методе ветвей и границ. 
В частности, актуальность данных исследований обусловлена прежде всего необходимостью 
эффективного решения задач дискретной оптимизации, возникающих в процессе анализа и 
проектирования сетей связи высоких размерностей. Реальной важной задачей и областью при-
менения исследований является нахождение оптимального множества достраиваемых ребер в 
графе сети связи, при котором обеспечивается заданная устойчивость по всем направлениям 
связи. Данный подход может быть распространен и на ситуации, не связанные непосредствен-
но с алгоритмами дискретной оптимизации на графах. В частности, полученные результаты 
могут использоваться при организации получения экспертного мнения при наличии одного, 
двух или трех экспертов, обладающих в общем случае различными квалификациями, и возмож-
ных схемах принятия ими решения.

Ключевые слова: эвристические алгоритмы, задачи дискретной оптимизации, модели тео-
рии графов, жадные алгоритмы
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Abstract 
The article provides a comparative analysis of the efficiency of using several predictor functions, i.e. 
special auxiliary functions a priori evaluating the feasibility of choosing a separating element for a 
certain iterative algorithm. Cases of one, two or three predictors are considered, as well as various 
schemes of so-called voting, that is, rules for choosing a solution. The probability of making the correct 
decision by the predictor function is assessed. The qualitative results of the conducted research are 
presented, and recommendations for the use of predictors are given. A comparative analysis of the 
use of schemes formed by predictors in quantities from one to three inclusive is performed in detail. 
The analysis is performed according to the principle of “each with each” with the presentation of the 
conditions of preference of one scheme over another. Among all the schemes, the leading ones were the 
scheme of three predictors with the majority vote “voting” scheme and the scheme consisting of one 
predictor, which is one of three in the leading scheme and has the highest probability of making the 
correct decision of the three. An assessment was made of the measure of the area characterizing the 
preference of one leading scheme over another. It has been demonstrated that the scheme consisting of 
one “smartest” predictor has a preference region that is more than 24 times larger than another leading 
scheme of three predictors voting by the majority vote principle and including the “smartest” predic-
tor. The procedures for applying predictor functions are relevant in the branch and bound method. In 
particular, the relevance of these studies is mainly due to the need for an effective solution to discrete 
optimization problems that arise in the process of analyzing and designing high-dimensional commu-
nication networks. The most important task and area of ​​application of research is to find the optimal 
set of edges to be completed in the graph of a communication network, which ensures a given stability 
in all communication directions. This approach can be extended to situations not directly related to 
discrete optimization algorithms on graphs. In particular, the obtained results can be used in organizing 
the receipt of expert opinions in the presence of one, two or three experts with different qualifications, 
and possible schemes for their decision-making.
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1. Введение

Развитие современных сетей связи сопровождается возник-
новением целого спектра задач, возникающих вследствие 
высоких размерностей как графов моделей сети связи, так и 
параметров, характеризующих объекты сети связи. При этом 
немало задач являются NP-сложными, и это обстоятельство 
наряду с упомянутой высокой размерностью определяет не-
обходимость новых исследований и разработки методов их 
решения [1-3]. Существуют и актуальные задачи полиноми-
альной сложности, которые, также ввиду высокой размерно-
сти, стимулируют исследования в направлении уменьшения 
алгоритмической сложности. Подобные исследования в раз-
витие [4-8], в частности, привели к результату, который может 
использоваться не только в сетях связи.
В статье будет сделан акцент на концепции принятия реше-
ния в процессе работы алгоритмов. Подобная концепция при-
нятия решений может быть обобщена на определенную сово-
купность задач сети связи, связанных с оптимизационными 
задачами высоких размерностей, предусматривающими полу-
чение псевдооптимального решения.
Концепции принятия решений в рамках использования функ-
цийпредикторов — это частая прерогатива задач дискретной 
оптимизации, поскольку алгоритм, решающий задачу, предус-
матривает выбор ветви дальнейшего поиска псевдооптималь-
ного решения, где каждая ветвь должна быть оценена при по-
мощи функций-предикторов. Что касается видов упомянутых 
задач дискретной оптимизации, где может быть применен 
данный анализ, то таковыми являются, например, задача ком-
мивояжера, задача составления расписания [9]. 

2. Общее описание рассматриваемых 
алгоритмов
Предмет настоящей статьи обозначился на основе предыду-
щих работ, относящихся к нескольким различным составляю-
щим.
Во-первых, непосредственная предметная область, задача реф-
лектометрии, первоначально рассмотренная автором в [10-
14]. Второй предпосылкой к выбору материала для настоящей 
статьи являются вспомогательные алгоритмы принятия ре-
шений при итерационном решении задачи дискретной опти-
мизации: такими итерационными алгоритмами, как правило, 
являются или простое применение на каждом шаге итерации 
некоторой жадной эвристики или, в более сложном случае, ме-
тод ветвей и границ; последний также включает в себя приме-
нение вспомогательной жадной эвристики — однако, в связи 
с естественными ограничениями на время выполнения, здесь 
вспомогательные эвристики, как правило, существенно более 
простые. Однако в обоих случаях подобных жадных эвристик 

1 Баумгертнер С. В. Мультиэвристический подход к звездно-высотной минимизации недетерминированных конечных автоматов: дис. … канд. физ.-мат. наук. 
Тольятти, 2012. 123 с. EDN: QFUGEX
2 Там же.
3 Goodman S. E., Hedetniemi S. T. Introduction to the Design and Analysis of Algorithms. First ed. New York: McGraw-Hill College, 1977. 371 p.
4 Баумгертнер С. В. Мультиэвристический подход к звездно-высотной минимизации недетерминированных конечных автоматов: дис. … канд. физ.-мат. наук. 
Тольятти, 2012. 123 с. EDN: QFUGEX

может быть несколько, и такие ситуации были кратко рассмо-
трены в работе [13], подробнее в работе1. При этом одной из 
исследовавшихся в этих работах задач был поиск ситуаций, 
когда жадная эвристика, априорно предполагаемая лучшей, в 
результате применения дополнительных алгоритмов должна 
быть заменена, однако в рассматривавшихся в работах2 [13] 
задачах дискретной оптимизации подобных ситуаций обнару-
жено не было.
Третья предпосылка связана с применением в качестве одного 
из возможных алгоритмов для многокритериальной оптими-
зации т. н. динамических функций риска [15-20]. Если гово-
рить непосредственно про задачи дискретной оптимизации 
(каковой является и задача рефлектометрии), то в них воз-
можное применение динамических функций риска связано с 
вспомогательными алгоритмами принятия решений, которые 
мы выше условно назвали «второй предпосылкой к материалу 
статьи».
Четвертая предпосылка относится к созданию оптимальной 
схемы организации экспертных мнений [21, 22], которая мо-
жет быть эффективно использована при рассмотрении и ре-
шении задач дискретной оптимизации.
При этом могут быть рассмотрены в дальнейшем варианты 
организации итерационного решения, а также методы иссле-
дования качества получаемых алгоритмов. Среди подобных 
вариантов организации итерационного решения упомянем 
т. н. турнирное самообучение [16] и др. Его чаще удается ис-
пользовать для нескольких вариантов функции-предиктора, 
однако в итоге все можно свести к сравнению между пары 
алгоритмов; при необходимости соответствующий турнир 
между группой алгоритмов можно организовать апостериори, 
точнее — реализовать его уже после реализации сравнения 
двух алгоритмов некоторой пары.
Итак, в настоящей статье исследуется эффективность исполь-
зования предикторов в работе алгоритмов дискретной опти-
мизации (напомним, что обязательно должен быть некоторый 
итерационный процесс).
Сразу возникает вопрос: как описать несколько подобных 
функций-предикторов, при том что в процитированных пу-
бликациях (в том числе в классической монографии3, а так-
же в большинстве работ, цитируемых ниже) рассматривается 
только одна такая функция? Однако это возможно (по-види-
мому, всегда): например, в задачах рефлектометрии каждый 
предиктор может быть сделан на основе некоторой еще не 
включенной вершины, а выбор некоторой (другой) вершины 
для включения он (предиктор) оценивает «со своей точки 
зрения», то есть возвращает результат, зависящий от того, на-
сколько изменилось (и изменилось ли) расстояние от ближай-
шей освещенной вершины.
Заметим, что в данной статье развивается подход, кратко опи-
санный в работах4 [13]. Для исследуемой задачи все это надо 
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будет рассматривать и для каких-либо совершенно иных пре-
дикторов5, а также и для применения метода ветвей и границ 
[23-25]; и, конечно, планируется применить подобную методи-
ку и в других задачах дискретной оптимизации.
Итак, в настоящей работе будут использованы следующие 
упрощения. Будем рассматривать несколько предикторов, 
но поскольку процесс итерационный, то на каждом шаге мы 
должны выбрать ровно одно решение, при том что предикто-
ры могут дать близкие «вещественные» результаты, которые, 
по-видимому, будут соответствовать одинаковым «булевым» 
результатам. Можно, немного упрощая, сказать, что предмет 
статьи заключается в том, как решение о выборе одного эле-
мента принимать в том случае, когда предикторов не более 
трех, а работаем мы с их «булевыми» результатами.

3. О повышении эффективности 
алгоритмов-предикторов
В этом разделе мы рассмотрим вопросы о возможных путях 
повышения эффективности алгоритмов выбора разрешающе-
го элемента.
Рассмотрим вероятность p  принятия правильного решения 
в случае использования алгоритмами функцийпредикторов. 
Для этого проведем моделирование ситуаций, когда так на-
зываемая экспертная группа включает от 1 до 3 предикторов. 
При этом рассмотрим ситуации, когда они принимают пра-
вильные решения либо с одинаковыми вероятностями, либо с 
разными вероятностями.
1. Экспертная группа состоит из 1 предиктора — случай три-
виален. Итоговая вероятность совпадает с исходной.
2. Экспертная группа — 2 предиктора.
2.1.  Рассмотрим случай, когда оба предиктора принимают 
правильные решения с одинаковой вероятностью, то есть 

21 pp =  . Тогда, согласно концепции о принятии правильного 
решения окончательным блоком, а именно если элемент при-
знается хорошим тогда, когда оба предиктора оценивают его 
как хороший, вероятность принятия правильного решения 
будет равна 

2
1pp =  (формула вероятности произведения). 

Повторим, что предполагается независимость экспертов-пре-
дикторов.
2.2. Случай, когда 21 pp ≠ . Получаем 21 ppp =  (по формуле ве-
роятности произведения).
3. Экспертная группа — 3 предиктора. Здесь возможно два под-

5 Сигал И. Х., Иванова А. П. Введение в прикладное дискретное программирование: модели и вычислительные алгоритмы : учебное пособие. 2-е изд., испр. и 
доп. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2007. 304 с. EDN: RYRSIZ

хода к построению схемы принятия окончательного решения. 
Первый подход реализует концепцию принятия решения «по 
большинству голосов», а второй — «по факту единогласного 
голосования». Рассмотрим каждый из этих подходов, при этом 
целесообразно рассмотреть случаи одинаковых и различных 
вероятностей программами-предикторами принимать пра-
вильное решение. Делается естественное предположение, что 
программы-предикторы принимают решение независимо.
3.1.  Одинаковые вероятности принять правильное решение 
для всех трех человек, т.е. 321 ppp == . Тогда в рамках рас-
сматриваемых подходов имеют место следующие вероятности 
принимать правильное решение всем множеством предикто-
ров.
3.1.1. Единогласное решение. В этом случае 

3
1pp =  (формула 

вероятности произведения).
3.1.2. По большинству голосов, 

2
1

3
1 32 ppp +−=  (формула сло-

жения и умножения вероятностей либо формула Бернулли).
3.2. Разные вероятности принимать правильное решение для 
разных предикторов. То есть 321 ppp ≠≠ .
3.2.1. Единогласное решение. В этом случае 321 pppp =  (фор-
мула произведения вероятностей).
3.2.2.  По большинству голосов. Обозначим через iA  событие, 
при котором i -й предиктор принимает правильное решение. 
Тогда искомая вероятность принять правильное решение не-
сколькими предикторами — согласно подходу «голосования 
по принципу большинства голосов» — может быть найдена 
следующим образом: 

)( 321321321321 AAAAAAAAAAAAPp +++= 	   	         (1)
Далее, согласно формуле сложения и умножения вероятно-
стей,

)()()()( 321321321321 AAAPAAAPAAAPAAAPp +++=   (2)
Поскольку функции-предикторы работают независимо, то

)1()1()1( 321321321321 ppppppppppppp −+−+−+=        (3)

4. Краткий анализ полученных 
результатов (вероятностей)
Возникает естественный вопрос о наилучшем варианте груп-
пы предикторов с точки зрения их количественного состава. 
Для наглядности полученные ранее вероятности представле-
ны в таблице 1.

Т а б л и ц а 1. Возможные варианты схем «голосования» предикторов
T a b l e 1. Possible options for predictor voting schemes

№ Число функций-предикторов и схема «голосования» Вероятность успеха

1. 1 предиктор
1pp =

2. 2 предиктора. Элемент считается хорошим при единогласном «голосовании» пре-
дикторов. Вероятности принятия правильного решения считаем одинаковыми.

2
1pp =

3. Два предиктора. Элемент считается хорошим при единогласном «голосовании». 
Вероятности принятия правильного решения различны. 21 ppp =
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№ Число функций-предикторов и схема «голосования» Вероятность успеха

4. Три предиктора. Элемент считается хорошим при единогласном «голосовании». 
Вероятности принятия правильного решения одинаковы.

3
1pp =

5. Три предиктора. Элемент считается хорошим при «голосовании» большинством 
голосов. Вероятности принятия правильного решения одинаковы.

2
1

3
1 32 ppp +−=

6. Три предиктора. Элемент считается хорошим при единогласном «голосовании». 
Вероятности принятия правильного решения различны.

321 pppp =

7. Три предиктора. Элемент считается хорошим при голосовании большинством 
голосов. Вероятности принятия правильного решения различны.

321323121 2 pppppppppp −++=

Источник: здесь и далее в статье все таблицы составлены автором.
Source: Hereinafter in this article all tables were drawn up by the author.

Проведем попарное сравнение вероятностей принятия пра-
вильного решения группой функций-предикторов при раз-
личных способах организации этой группы. Здесь мы опустим 
подробный анализ неравенств с параметрами. Результаты 
анализа приведены в таблице 2.

Т а б л и ц а 2. Анализ условий предпочтения вариантов организации групп предикторов
T a b l e 2. Analysis of the conditions for preference of options for organizing groups of predictors

1 2 3 4 5 6 7
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Возникает естественный вопрос о наилучшем варианте группы предикторов с точки зрения их 
количественного состава. Для наглядности полученные ранее вероятности представлены в таблице 1.

Т а б л и ц а 1. Возможные варианты схем «голосования» предикторов[И2]
T a b l e 1. Possible options for predictor voting schemes

№ Число функций-предикторов и схема «голосования» Вероятность успеха
1. 1 предиктор 1pp =

2. 2 предиктора. Элемент считается хорошим при единогласном 
«голосовании» предикторов. Вероятности принятия 
правильного решения считаем одинаковыми.

2
1pp =

3. Два предиктора. Элемент считается хорошим при 
единогласном «голосовании». Вероятности принятия 
правильного решения различны.

21 ppp =

4. Три предиктора. Элемент считается хорошим при 
единогласном «голосовании». Вероятности принятия 
правильного решения одинаковы.

3
1pp =

5. Три предиктора. Элемент считается хорошим при 
«голосовании» большинством голосов. Вероятности принятия 
правильного решения одинаковы.

2
1

3
1 32 ppp +−=

6. Три предиктора. Элемент считается хорошим при 
единогласном «голосовании». Вероятности принятия 
правильного решения различны.

321 pppp =

7. Три предиктора. Элемент считается хорошим при голосовании 
большинством голосов. Вероятности принятия правильного 
решения различны.

Источник: здесь и далее в статье все таблицы составлены автором.
Source: Hereinafter in this article all tables were drawn up by the author.

Проведем попарное сравнение вероятностей принятия правильного решения группой функций-
предикторов при различных способах организации этой группы. Здесь мы опустим подробный анализ 
неравенств с параметрами. Результаты анализа приведены в таблице 2.

Т а б л и ц а 2. Анализ условий предпочтения вариантов организации групп предикторов[И3]
T a b l e 2. Analysis of the conditions for preference of options for organizing groups of predictors
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Равенство при 321 ppp == .

6. Меньше. Равенство когда 
1321 === ppp  либо 
jipp ji ≠== ,0

Отдельного внимания заслуживает вариант 7, при котором 
три предиктора-эксперта голосуют по принципу большинства 
голосов. На основании того, что данный вариант априорно 
оказался не хуже большинства других рассмотренных вари-
антов, правомерно задать вопрос о максимально возможной 
эффективности данной схемы организации предикторов. 
Данная задача очевидным образом эквивалентна следующей 
задаче (в общем случае рассмотрим задачу на экстремум при 
ограничениях):
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Равенство 
при 

01 =p ,
либо 

11 =p .
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321 ppp > .
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Область 
предпочтения более 
чем в 100 раз 
меньше.
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12 =p , то см. 
сравнение вариантов 3 
и 5.
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)
2
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4
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Равенство при 

321 ppp == .

6. Меньше. Равенство 
когда 

1321 === ppp
либо 

jipp ji ≠== ,0

Отдельного внимания заслуживает вариант 7, при котором три предиктора-эксперта голосуют по 
принципу большинства голосов. На основании того, что данный вариант априорно оказался не хуже 
большинства других рассмотренных вариантов, правомерно задать вопрос о максимально возможной 
эффективности данной схемы организации предикторов. Данная задача очевидным образом эквивалентна 
следующей задаче (в общем случае рассмотрим задачу на экстремум при ограничениях):

extrxyzxzyzxy →−++ 2 (4)
10 ≤≤ x

10 ≤≤ y
10 ≤≤ z

Данная функция непрерывна, определена на компакте. По теореме Вейерштрасса достигает своего 
максимума и минимума. Либо в точках локального экстремума, либо на границе. Для нахождения 
критических точек воспользуемся теоремой Ферма, дающей необходимое условие существования 
экстремума. Имеем
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(5)
Матрица Гессе выглядит следующим образом:
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(6)
Решение системы дает две точки (0, 0, 0) и (1, 1, 1). Матрица Гессе в данных точках знаконеопределена. 
Следовательно, это седловые точки функции.
При поиске экстремумов на границе получаем следующее. Функция достигает минимума 0 на 
континууме точек, когда любые две координаты ноль, а третья из установленного диапазона. И также 
функция достигает максимума 1 на континууме точек, когда любые две координаты единицы, третья из 
установленного диапазона. Этот факт можно интерпретировать таким образом. При схеме организации 
экспертной группы из трех человек с голосованием по принципу большинства голосов если два 
предиктора-эксперта всегда принимают правильные решения, то даже при наличии одного 

			   (4)

10 ≤≤ x
10 ≤≤ y

10 ≤≤ z
Данная функция непрерывна, определена на компакте. По тео-
реме Вейерштрасса достигает своего максимума и минимума. 
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ма, дающей необходимое условие существования экстремума. 
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Отдельного внимания заслуживает вариант 7, при котором три предиктора-эксперта голосуют по 
принципу большинства голосов. На основании того, что данный вариант априорно оказался не хуже 
большинства других рассмотренных вариантов, правомерно задать вопрос о максимально возможной 
эффективности данной схемы организации предикторов. Данная задача очевидным образом эквивалентна 
следующей задаче (в общем случае рассмотрим задачу на экстремум при ограничениях):

extrxyzxzyzxy →−++ 2 (4)
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10 ≤≤ y
10 ≤≤ z

Данная функция непрерывна, определена на компакте. По теореме Вейерштрасса достигает своего 
максимума и минимума. Либо в точках локального экстремума, либо на границе. Для нахождения 
критических точек воспользуемся теоремой Ферма, дающей необходимое условие существования 
экстремума. Имеем
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Решение системы дает две точки (0, 0, 0) и (1, 1, 1). Матрица Гессе в данных точках знаконеопределена. 
Следовательно, это седловые точки функции.
При поиске экстремумов на границе получаем следующее. Функция достигает минимума 0 на 
континууме точек, когда любые две координаты ноль, а третья из установленного диапазона. И также 
функция достигает максимума 1 на континууме точек, когда любые две координаты единицы, третья из 
установленного диапазона. Этот факт можно интерпретировать таким образом. При схеме организации 
экспертной группы из трех человек с голосованием по принципу большинства голосов если два 
предиктора-эксперта всегда принимают правильные решения, то даже при наличии одного 
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Отдельного внимания заслуживает вариант 7, при котором три предиктора-эксперта голосуют по 
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большинства других рассмотренных вариантов, правомерно задать вопрос о максимально возможной 
эффективности данной схемы организации предикторов. Данная задача очевидным образом эквивалентна 
следующей задаче (в общем случае рассмотрим задачу на экстремум при ограничениях):
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Данная функция непрерывна, определена на компакте. По теореме Вейерштрасса достигает своего 
максимума и минимума. Либо в точках локального экстремума, либо на границе. Для нахождения 
критических точек воспользуемся теоремой Ферма, дающей необходимое условие существования 
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Решение системы дает две точки (0, 0, 0) и (1, 1, 1). Матрица Гессе в данных точках знаконеопределена. 
Следовательно, это седловые точки функции.
При поиске экстремумов на границе получаем следующее. Функция достигает минимума 0 на 
континууме точек, когда любые две координаты ноль, а третья из установленного диапазона. И также 
функция достигает максимума 1 на континууме точек, когда любые две координаты единицы, третья из 
установленного диапазона. Этот факт можно интерпретировать таким образом. При схеме организации 
экспертной группы из трех человек с голосованием по принципу большинства голосов если два 
предиктора-эксперта всегда принимают правильные решения, то даже при наличии одного 
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Решение системы дает две точки (0, 0, 0) и (1, 1, 1). Матрица 
Гессе в данных точках знаконеопределена. Следовательно, это 
седловые точки функции.
При поиске экстремумов на границе получаем следующее. 
Функция достигает минимума 0 на континууме точек, когда 
любые две координаты ноль, а третья из установленного ди-
апазона. И также функция достигает максимума 1 на конти-
нууме точек, когда любые две координаты единицы, третья из 

установленного диапазона. Этот факт можно интерпретиро-
вать таким образом. При схеме организации экспертной груп-
пы из трех человек с голосованием по принципу большинства 
голосов если два предиктора-эксперта всегда принимают пра-
вильные решения, то даже при наличии одного некачествен-
ного предиктора или просто предиктора с нестабильной веро-
ятностью выбрать правильное решение все равно достигается 
максимальная эффективность.
Таким образом, для того, чтобы сказать, какой из вариантов 
комбинации предикторов даст лучший результат в среднем, 
необходимо оценить вероятность выполнения условий пред-
почтения каждой пары рассматриваемых вариантов. При 
имеющихся же конкретных вероятностях конкретных предик-
торов принимать правильные решения можно использовать 
составленную сравнительную таблицу 2 для принятия реше-
ния о наиболее эффективной схеме организации работы пре-
дикторов при данных условиях.

5. Интерпретация результатов 
проведенного сравнительного анализа
Проведенный сравнительный анализ схем организации груп-
пы предикторов позволяет сделать следующие выводы. Вари-
анты 6 и 4, при которых в экспертной группе три предикто-
ра голосуют с разными или одинаковыми вероятностями по 
принципу единогласного голосования, проигрывают почти 
всем остальным вариантам (вариант 6 может дать лучшие ре-
зультаты, чем вариант 2 при определенных условиях, но наи-
более вероятно выполнение условий, при которых вариант 
2 предпочтительней варианта 6). Также оказались несосто-
ятельными варианты 2 и 3, когда экспертная группа состоит 
из двух предикторов. Имеет смысл рассматривать варианты 1, 
5 или 7. Их предпочтительность друг перед другом проанали-
зирована и отражена в таблице 2. Так как вариант 5 является 
частным маловероятным случаем варианта 7, при этом вари-
ант 5 дает выигрыш только при низкой вероятности принять 
правильное решение по крайней мере одного из предикто-
ров-экспертов, то имеет смысл остановить внимание на вари-
антах 1 или 7 организации экспертной группы.
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6. Сравнение двух «лучших» вариантов 
организации экспертной группы
Без сомнения, при фиксированных значениях вероятностей 
потенциальных предикторов экспертной группы можно при-
нять решение о наиболее эффективной схеме ее организации. 
Однако проведенный выше анализ позволит дать априорную 
оценку предпочтительности схемы организации рассматри-
ваемой экспертной группы. Для этого необходимо оценить 
меры областей, соответствующих предпочтительности того 
или иного варианта. Целесообразно, как уже отмечалось, рас-
сматривать вариант 1, когда эксперт один, и вариант 7, когда 
группа состоит из трех предикторов, голосующих по принци-
пу большинства голосов. При этом делается допущение, что в 
группе из трех предикторов один и есть как раз представитель 
экспертной группы варианта 1.
Поскольку, как было рассмотрено в п. 5, вариант 7 предпочти-
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Для того чтобы оценить, как данная поверхность разбивает 
рассматриваемый компакт, задаваемый вероятностями при-
нять правильное решение предикторами экспертной группы 
из трех предикторов (прим.: голосующих по принципу боль-
шинства голосов), необходимо вычислить соответствующий 
двойной интеграл.

Для того чтобы оценить, как данная поверхность разбивает рассматриваемый компакт, задаваемый 
вероятностями принять правильное решение предикторами[И5] экспертной группы из трех предикторов 
(прим.: голосующих по принципу большинства голосов), необходимо вычислить соответствующий 
двойной интеграл.
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Отсюда следует, что рассматриваемая поверхность разбивает компакт на две равные части. Вообще 
говоря, это означает, что если группы экспертов варианта 1 и 7 формировать в произвольном порядке, то 
существенного выигрыша ни один из вариантов не даст. Здесь также стоит заметить, что применение 
здесь концепции геометрической вероятности не вполне целесообразно, поскольку эксперимент не 
удовлетворяет условиям геометрического определения вероятности, когда его исходы можно изобразить 

точками некоторой области в 
3R так, чтобы вероятность попадания точки в любую часть 

не зависела бы от формы или расположения внутри , а зависела бы лишь от меры области и, 
следовательно, была бы пропорциональна этой мере. То есть точка( 321 ,, ppp ) не имеет равномерного 
распределения в области . В то же время следует заметить, что если формированию экспертных 
групп придать некий порядок, то это приведет к сужению области исходов, что в свою очередь позволит 
сделать допущение о равномерном распределении точки ( 321 ,, ppp ) в области . Это допущение 
будет также правомерно с учетом того факта, что в силу ряда обстоятельств для конкретного предиктора-
эксперта вероятность принятия правильного решения может изменяться в течение суток, если этот 
случай с предикторами распространить на реальных экспертов. Тогда, оценив меры областей 
предпочтения вариантов организации экспертной группы, можно сделать вывод о качестве того или 
иного варианта с точки зрения результирующей вероятности принятия правильного решения всей 
группой.

Без ограничения общности рассуждения правомерно считать, что 
321 ppp ≥≥ . Это допущение имеет 

место, поскольку среди группы троих отобранный предиктор-эксперт для группы варианта 1, состоящего 
из одного предиктора, очевидным образом должен иметь максимальную среди троих вероятность 
принятия правильного решения. Заметим, что если 21 pp = , то вариант 7 даст выигрыш только в 

случае 5.03 >p (соответственно, согласно проведенным выше рассуждениям, первый и второй эксперты 

имеют квалификацию, характеризующуюся выше 
2
1

вероятностью принимать правильное решение). 

Для оценки степени предпочтительности варианта 7 при условии 21 pp ≥ и 31 pp ≥ необходимо 
вычислить следующие двойные интегралы.

Р и с. 2. Граничные поверхности
F i g. 2.[И6] Surface delimiting the preference areas of the two best options
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Для того чтобы оценить, как данная поверхность разбивает рассматриваемый компакт, задаваемый 
вероятностями принять правильное решение предикторами[И5] экспертной группы из трех предикторов 
(прим.: голосующих по принципу большинства голосов), необходимо вычислить соответствующий 
двойной интеграл.
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Отсюда следует, что рассматриваемая поверхность разбивает компакт на две равные части. Вообще 
говоря, это означает, что если группы экспертов варианта 1 и 7 формировать в произвольном порядке, то 
существенного выигрыша ни один из вариантов не даст. Здесь также стоит заметить, что применение 
здесь концепции геометрической вероятности не вполне целесообразно, поскольку эксперимент не 
удовлетворяет условиям геометрического определения вероятности, когда его исходы можно изобразить 

точками некоторой области в 
3R так, чтобы вероятность попадания точки в любую часть 

не зависела бы от формы или расположения внутри , а зависела бы лишь от меры области и, 
следовательно, была бы пропорциональна этой мере. То есть точка( 321 ,, ppp ) не имеет равномерного 
распределения в области . В то же время следует заметить, что если формированию экспертных 
групп придать некий порядок, то это приведет к сужению области исходов, что в свою очередь позволит 
сделать допущение о равномерном распределении точки ( 321 ,, ppp ) в области . Это допущение 
будет также правомерно с учетом того факта, что в силу ряда обстоятельств для конкретного предиктора-
эксперта вероятность принятия правильного решения может изменяться в течение суток, если этот 
случай с предикторами распространить на реальных экспертов. Тогда, оценив меры областей 
предпочтения вариантов организации экспертной группы, можно сделать вывод о качестве того или 
иного варианта с точки зрения результирующей вероятности принятия правильного решения всей 
группой.

Без ограничения общности рассуждения правомерно считать, что 
321 ppp ≥≥ . Это допущение имеет 

место, поскольку среди группы троих отобранный предиктор-эксперт для группы варианта 1, состоящего 
из одного предиктора, очевидным образом должен иметь максимальную среди троих вероятность 
принятия правильного решения. Заметим, что если 21 pp = , то вариант 7 даст выигрыш только в 

случае 5.03 >p (соответственно, согласно проведенным выше рассуждениям, первый и второй эксперты 

имеют квалификацию, характеризующуюся выше 
2
1

вероятностью принимать правильное решение). 

Для оценки степени предпочтительности варианта 7 при условии 21 pp ≥ и 31 pp ≥ необходимо 
вычислить следующие двойные интегралы.
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Для того чтобы оценить, как данная поверхность разбивает рассматриваемый компакт, задаваемый 
вероятностями принять правильное решение предикторами[И5] экспертной группы из трех предикторов 
(прим.: голосующих по принципу большинства голосов), необходимо вычислить соответствующий 
двойной интеграл.
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Отсюда следует, что рассматриваемая поверхность разбивает компакт на две равные части. Вообще 
говоря, это означает, что если группы экспертов варианта 1 и 7 формировать в произвольном порядке, то 
существенного выигрыша ни один из вариантов не даст. Здесь также стоит заметить, что применение 
здесь концепции геометрической вероятности не вполне целесообразно, поскольку эксперимент не 
удовлетворяет условиям геометрического определения вероятности, когда его исходы можно изобразить 

точками некоторой области в 
3R так, чтобы вероятность попадания точки в любую часть 

не зависела бы от формы или расположения внутри , а зависела бы лишь от меры области и, 
следовательно, была бы пропорциональна этой мере. То есть точка( 321 ,, ppp ) не имеет равномерного 
распределения в области . В то же время следует заметить, что если формированию экспертных 
групп придать некий порядок, то это приведет к сужению области исходов, что в свою очередь позволит 
сделать допущение о равномерном распределении точки ( 321 ,, ppp ) в области . Это допущение 
будет также правомерно с учетом того факта, что в силу ряда обстоятельств для конкретного предиктора-
эксперта вероятность принятия правильного решения может изменяться в течение суток, если этот 
случай с предикторами распространить на реальных экспертов. Тогда, оценив меры областей 
предпочтения вариантов организации экспертной группы, можно сделать вывод о качестве того или 
иного варианта с точки зрения результирующей вероятности принятия правильного решения всей 
группой.

Без ограничения общности рассуждения правомерно считать, что 
321 ppp ≥≥ . Это допущение имеет 

место, поскольку среди группы троих отобранный предиктор-эксперт для группы варианта 1, состоящего 
из одного предиктора, очевидным образом должен иметь максимальную среди троих вероятность 
принятия правильного решения. Заметим, что если 21 pp = , то вариант 7 даст выигрыш только в 

случае 5.03 >p (соответственно, согласно проведенным выше рассуждениям, первый и второй эксперты 

имеют квалификацию, характеризующуюся выше 
2
1

вероятностью принимать правильное решение). 

Для оценки степени предпочтительности варианта 7 при условии 21 pp ≥ и 31 pp ≥ необходимо 
вычислить следующие двойные интегралы.

Р и с. 2. Граничные поверхности
F i g. 2.[И6] Surface delimiting the preference areas of the two best options
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Отсюда следует, что рассматриваемая поверхность разбива-
ет компакт на две равные части. Вообще говоря, это означа-
ет, что если группы экспертов варианта 1 и 7 формировать в 
произвольном порядке, то существенного выигрыша ни один 
из вариантов не даст. Здесь также стоит заметить, что приме-
нение здесь концепции геометрической вероятности не впол-
не целесообразно, поскольку эксперимент не удовлетворяет 
условиям геометрического определения вероятности, когда 
его исходы можно изобразить точками некоторой области  
в 3R  так, чтобы вероятность попадания точки в любую часть 

 не зависела бы от формы или расположения  внутри 
, а зависела бы лишь от меры области  и, следовательно, 

была бы пропорциональна этой мере. То есть точка( 321 ,, ppp  ) 
не имеет равномерного распределения в области  . В то же 
время следует заметить, что если формированию экспертных 
групп придать некий порядок, то это приведет к сужению 
области исходов, что в свою очередь позволит сделать допу-
щение о равномерном распределении точки ( 321 ,, ppp ) в 
области  . Это допущение будет также правомерно с учетом 
того факта, что в силу ряда обстоятельств для конкретного 
предиктора-эксперта вероятность принятия правильного ре-
шения может изменяться в течение суток, если этот случай с 
предикторами распространить на реальных экспертов. Тогда, 
оценив меры областей предпочтения вариантов организации 
экспертной группы, можно сделать вывод о качестве того или 
иного варианта с точки зрения результирующей вероятности 
принятия правильного решения всей группой.
Без ограничения общности рассуждения правомерно считать, 
что 321 ppp ≥≥ . Это допущение имеет место, поскольку среди 
группы троих отобранный предиктор-эксперт для группы 
варианта 1, состоящего из одного предиктора, очевидным об-
разом должен иметь максимальную среди троих вероятность 
принятия правильного решения. Заметим, что если 21 pp = , 
то вариант 7 даст выигрыш только в случае 5.03 >p  (соответ-
ственно, согласно проведенным выше рассуждениям, первый 
и второй эксперты имеют квалификацию, характеризующую-
ся выше 1/2 вероятностью принимать правильное решение). 
Для оценки степени предпочтительности варианта 7 при ус-
ловии 21 pp ≥  и 31 pp ≥  необходимо вычислить следующие 
двойные интегралы.
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Р и с. 2. Граничные поверхности
F i g. 2. Surface delimiting the preference areas of the two best options

Для того чтобы оценить, как данная поверхность разбивает рассматриваемый компакт, задаваемый 
вероятностями принять правильное решение предикторами[И5] экспертной группы из трех предикторов 
(прим.: голосующих по принципу большинства голосов), необходимо вычислить соответствующий 
двойной интеграл.
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Отсюда следует, что рассматриваемая поверхность разбивает компакт на две равные части. Вообще 
говоря, это означает, что если группы экспертов варианта 1 и 7 формировать в произвольном порядке, то 
существенного выигрыша ни один из вариантов не даст. Здесь также стоит заметить, что применение 
здесь концепции геометрической вероятности не вполне целесообразно, поскольку эксперимент не 
удовлетворяет условиям геометрического определения вероятности, когда его исходы можно изобразить 

точками некоторой области в 
3R так, чтобы вероятность попадания точки в любую часть 

не зависела бы от формы или расположения внутри , а зависела бы лишь от меры области и, 
следовательно, была бы пропорциональна этой мере. То есть точка( 321 ,, ppp ) не имеет равномерного 
распределения в области . В то же время следует заметить, что если формированию экспертных 
групп придать некий порядок, то это приведет к сужению области исходов, что в свою очередь позволит 
сделать допущение о равномерном распределении точки ( 321 ,, ppp ) в области . Это допущение 
будет также правомерно с учетом того факта, что в силу ряда обстоятельств для конкретного предиктора-
эксперта вероятность принятия правильного решения может изменяться в течение суток, если этот 
случай с предикторами распространить на реальных экспертов. Тогда, оценив меры областей 
предпочтения вариантов организации экспертной группы, можно сделать вывод о качестве того или 
иного варианта с точки зрения результирующей вероятности принятия правильного решения всей 
группой.

Без ограничения общности рассуждения правомерно считать, что 
321 ppp ≥≥ . Это допущение имеет 

место, поскольку среди группы троих отобранный предиктор-эксперт для группы варианта 1, состоящего 
из одного предиктора, очевидным образом должен иметь максимальную среди троих вероятность 
принятия правильного решения. Заметим, что если 21 pp = , то вариант 7 даст выигрыш только в 

случае 5.03 >p (соответственно, согласно проведенным выше рассуждениям, первый и второй эксперты 

имеют квалификацию, характеризующуюся выше 
2
1

вероятностью принимать правильное решение). 

Для оценки степени предпочтительности варианта 7 при условии 21 pp ≥ и 31 pp ≥ необходимо 
вычислить следующие двойные интегралы.
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F i g. 2.[И6] Surface delimiting the preference areas of the two best options
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Рассматриваемая область 1D , согласно п. 5 и проведенным 
выше рассуждениям, характеризуется системой неравенств 
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Заметим еще раз, что 1D соответствует области предпочтения варианта 1, а 2D — области 
предпочтения варианта 7.
Таким образом, вариант 1 организации экспертной группы из одного предиктора имеет показатель 
качества, который более чем в 24 раза лучше показателя качества варианта 7, когда экспертная группа 
состоит из трех предикторов, голосующих по принципу большинства голосов. При этом этот один 
предиктор (вариант 1) должен являться одним из трех в группе варианта 7 и иметь максимальную из них 
троих вероятность принятия правильного решения. Заметим, что область, характеризующая 
преимущество варианта 7 перед вариантом 1, как уже сейчас отмечалось, в 24,2 раза меньше области 
обратного предпочтения и, что примечательно, соответствует ситуации, когда все три предиктора-
эксперта имеют вероятность принятия правильного решения, близкую к единице.
Согласно проведенному сравнению, возможный потенциальный ущерб при организации экспертной 
группы из трех предикторов, голосующих по принципу большинства голосов, даст приблизительно в 24 
раза больший ущерб, чем при организации экспертной группы из одного предиктора при условии, что 
данный предиктор имеет максимальную среди троих вероятность принятия правильного решения.
Таким образом, рекомендуемая стратегия — один предиктор-эксперт с самой высокой вероятностью 
принять правильное решение.

7. Заключение
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предиктор (вариант 1) должен являться одним из трех в группе варианта 7 и иметь максимальную из них 
троих вероятность принятия правильного решения. Заметим, что область, характеризующая 
преимущество варианта 7 перед вариантом 1, как уже сейчас отмечалось, в 24,2 раза меньше области 
обратного предпочтения и, что примечательно, соответствует ситуации, когда все три предиктора-
эксперта имеют вероятность принятия правильного решения, близкую к единице.
Согласно проведенному сравнению, возможный потенциальный ущерб при организации экспертной 
группы из трех предикторов, голосующих по принципу большинства голосов, даст приблизительно в 24 
раза больший ущерб, чем при организации экспертной группы из одного предиктора при условии, что 
данный предиктор имеет максимальную среди троих вероятность принятия правильного решения.
Таким образом, рекомендуемая стратегия — один предиктор-эксперт с самой высокой вероятностью 
принять правильное решение.

7. Заключение
Таким образом, проведено доказательное сравнение основных комбинаций вариантов применения 
функций-предикторов в алгоритмах дискретной оптимизации. Рассмотрены и исследованы с 
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Получены вероятностные оценки и определены условия эффективности различных схем построения 
групп предикторов, учитывая количественный состав (от одного до трех), а также стратегии организации 
голосования (по большинству голосов или единогласно). Составлена детальная таблица сравнения 
(«каждый с каждым») различных схем, показывающая соотношение параметров, при котором один 
способ может быть приоритетней другого. Проведено интегральное сравнение по всем комбинациям 
построения схем. Доказано, что в подавляющем большинстве случаев лучшими показателями качества в 
части вероятности принимать правильное решение будет обладать экспертная группа предикторов, 
состоящая из одного предиктора-эксперта с наивысшей вероятностью принимать правильное решение 
среди всех остальных. Как частный случай показано, что увеличение количества предикторов в 
большинстве случаев не приводит к заметному повышению эффективности выбора, но может 
существенно повышать сложность вычислений. В результате рекомендована стратегия использования 
одного предиктора с наивысшей вероятностью принятия правильного решения.
Результаты проведенного исследования могут быть также использованы при организации схем учета 
экспертных мнений в различных системах, требующих бинарной фильтрации объектов с привлечением 
инструментов фильтраций, включая человека.
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предпочтения и, что примечательно, соответствует ситуации, 
когда все три предиктора-эксперта имеют вероятность приня-
тия правильного решения, близкую к единице.
Согласно проведенному сравнению, возможный потенциаль-
ный ущерб при организации экспертной группы из трех пре-
дикторов, голосующих по принципу большинства голосов, 
даст приблизительно в 24 раза больший ущерб, чем при орга-
низации экспертной группы из одного предиктора при усло-
вии, что данный предиктор имеет максимальную среди троих 
вероятность принятия правильного решения.
Таким образом, рекомендуемая стратегия — один предик-
тор-эксперт с самой высокой вероятностью принять правиль-
ное решение.

7. Заключение

Таким образом, проведено доказательное сравнение основных 
комбинаций вариантов применения функций-предикторов в 
алгоритмах дискретной оптимизации. Рассмотрены и иссле-
дованы с привлечением вероятностных методов комбиниро-
ванные способы организации групп предикторов. Получены 
вероятностные оценки и определены условия эффективности 
различных схем построения групп предикторов, учитывая ко-
личественный состав (от одного до трех), а также стратегии 
организации голосования (по большинству голосов или еди-
ногласно). Составлена детальная таблица сравнения («каж-
дый с каждым») различных схем, показывающая соотношение 
параметров, при котором один способ может быть приори-
тетней другого. Проведено интегральное сравнение по всем 
комбинациям построения схем. Доказано, что в подавляющем 
большинстве случаев лучшими показателями качества в ча-
сти вероятности принимать правильное решение будет об-
ладать экспертная группа предикторов, состоящая из одного 
предиктора-эксперта с наивысшей вероятностью принимать 
правильное решение среди всех остальных. Как частный слу-
чай показано, что увеличение количества предикторов в боль-
шинстве случаев не приводит к заметному повышению эффек-
тивности выбора, но может существенно повышать сложность 
вычислений. В результате рекомендована стратегия использо-
вания одного предиктора с наивысшей вероятностью приня-
тия правильного решения.
Результаты проведенного исследования могут быть также ис-
пользованы при организации схем учета экспертных мнений 
в различных системах, требующих бинарной фильтрации объ-
ектов с привлечением инструментов фильтраций, включая 
человека.
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